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ОБ УРАВНЕНИИ Ар и = + + Т^ч(Р^)
(Ар — ЛИНЕЙНЫЙ ОПЕРАТОР) И РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 

ОБОБЩЕННОГО УРАВНЕНИЯ ЭЙЛЕРА -ДАРБУ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 17 X 1953)

§ 1.1. Пусть Pi{t),p2{t),qx(t) и — непрерывные в любом
конечном интервале функции, имеющие непрерывные производные 
1-го порядка. Пусть (х^ х2,..хт; t) и v2 (хи х2,... ,хт; t) (короче, 
^(Р, t) и иДР, 0) суть решения уравнения

apv = ^+p№ J + ?2(0^ (1)

удовлетворяющие условиям

(Р, t) k-o =f(P), I dt l^o = 0; (21)
^2 (РД) |/=0 = 0, dv2ldt\M=f(P). (22)

Здесь Ap — линейный оператор, который для удобства изложения мы 
предполагаем следующего вида:

т т АA,-t 2““<р) +2 "< (рД?+с т

относительно функций а^, bt, с и f предполагается, что они в рас­
сматриваемой области обеспечивают существование гладкого (непре­
рывного вместе со своими производными 1-го и 2-го порядков) ре­
шения задачи Коши для уравнения (1) ft1), стр. 126 — 127).

Тогда решения х2,... , t) и «2(х1( х2,..., Хт, t) уравнения
ApU = ^ Ap.^ + q^u, (3)

удовлетворяющие условиям
i«x (Р, t) k-o = / (Р), даг / dt l^o = 0; (41)
«2 (Р, к-о =0, du2/dt\M=f(P'), (42)

выражаются по формулам

щ (Р, f) = r (t) vt (Р, t) + ^Ki (S, t) Vi (P, E)cK (i = 1, 2), (5)
0где

r (0 = exp(1 (p2 _p^dt\; (6)
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Ki(i,t), i 1, 2, суть решения уравнения гиперболического 
типа

W д(р2(С)К) , . ...дК .
ді, + К ~ + PiЮ (О К, (7)

определяемые по условиям
t

Ki (t, t) = ф- - Pl + 2 (p( - Pl) - 4^ + 4^] dt, (8) 
0

/ dKr /►v r, \
(9>)

K2 (5, t) |5_o = 0. (92)
2. Функция «2 (P, t) может быть также получена по формуле 

t
и2 (Р, t) = ^K{I, t) (Р, (10)

о
где K$,t) решение уравнения (7), удовлетворяющее условиям (91), 
и K{t, t) — r(t).

3. Принимая Pi=p2, qv — q2, мы по формуле (10) (заменяя в ней 
и2 на v2), находим решение v2 задачи (22) Коши для уравнения (1), 
если известно решение задачи (21) Коши для того же уравнения. 
В случае, если рх = р2 = Q и — постоянное число, легко видеть, 
что К$, t) = 1, и мы получаем известное соотношение Vx = dv2 / dt.

4. В случае, если А представляет собой оператор умножения на 
постоянное число л, формулы (5) обращаются в формулы, установлен­
ные (при р± = р2 = q2 = 0) в (2) и (3) (см. также (4)).

5. Доказательство утверждений пп. 1 и 2 вытекает из равенства 
t

{Ар— В.) Ui (Р, t) =у{РЛ) (в2- Кі а^ў.-р2(?) K^ Vi (Р, о)—

, dv, (х, 5) I dv-(P t)—Ki (0, t)---------- |5=o+ [(p2 (t) —Pl (t)) r (t) - Чг' (0] - +

+ [(ps W - Pi (t)) Ki (t,t) - 2 - Bj (t) + q2 (t) r (0] Vi {P, t), (.=)

в котором Bill обозначает + p-, (t) + qt (t) u, a 5 —оператор, со­
пряженный В.

При условиях, наложенных на функции р. и qv функции одно­
значно определяются уравнением (7) и условиями (8) и (9) и являются 
непрерывными вместе с частными производными 1-го и 2-го порядков, 
что в соединении с гладкостью функций Vi оправдывает выкладки, 
используемые при установлении равенства (*).

6. Приведем результат применения формулы (10) в случае, который 
понадобится в § 2. Принимая рг = р2 = q2 — 0, ср = b постоянным, 
оператор Ар = Д2 (где Д2 здесь и ниже обозначает второй дифферен­
циальный параметр Бельтрами в /n-мерном пространстве Sm постоянной 
кривизны k) и учитывая, что и известный), а К (В, t) — 
^К(УЬІў^)), мы по формуле (10) можем определить иг и и2. 
Окончательно мы получаем

= 4/- О2- г)]}^;
о

(11)
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здесь 2(т_1)/2Г {т / 2) С=УУ Lsf(P,_z) обозначает (5) при s целом 
К k д р/п \5-кратное применение операции——к І v> zh ПРИ 5 полуце- 

лом (s = п — х/2) Ls = Ln L-ч,, где
2 ______

1 hr, \ If sin У kxf (P, x) dx L-4J (P, z) = — \ J _ -, 
о V COS V kx — cosKkz

функция же f (P, z} представляет собой среднее значение функции / 
по сфере в Sm радиуса z с центром в точке Р*.

* При k > 0 функция f (Р, z) должна быть продолжена B7r/K&Cz<:27r/K& не­
четно, а далее периодически (с периодом 2л/К6).

** Если Ар = д2 / дх2, Ъ = 0 и 1-^0, мы получаем уравнение, рассматривавшееся
Эйлером, Пуассоном и Дарбу (6).

*** При а — т — 1, 6=0 и k = I решение задачи (41) Коши для уравнения (13) 
представляется (10) функцией f (Р, t).

**** для простоты изложения мы предполагаем ниже k <0 и /<0.
3 ДАН, т. 93, № 6

§ 2. 1. В этом параграфе мы рассматриваем задачу Коши для раз­
личных обобщений  уравнения Эйлера — Дарбу, представляемых 
уравнением

**

Ари = Иц + аУ I dgY 11 ut + Ьи, 02)

для которого предыдущие выводы (в силу наличия особенности у 
коэффициента при Ut) непосредственно не применимы. Но и в этом 
случае удается установить соотношение вида (5) с г (f) = 0 между 
решениями уравнения (12) при различных парах значений параметров 
а и Ь. При помощи этого соотношения и (И) можно, в частности, 
записать в явном виде решение задачи Коши для уравнения (12) в 
случае, когда Ар = Д2 при произвольных значениях й>0 и &***.

2. Решение уравнения ****
А2и — Utt + ayictgyit ut + Ьи, (13)

удовлетворяющее условиям (41), единственно при а^О. При а<^0 
и не равном 1—2п (п = 1, 2, ...) решение существует но не един­
ственно. При а — 1 —2п (и = 1, 2, ...) решение существует лишь при 
условии, если функция / удовлетворяет уравнению

(А-ЬУА — Ь+1(а+ 1))---(Д- Ь + Цп-2) (а + п — 2))/= 0.

3. Укажем сначала эвристический путь получения искомого соот­
ношения. С этой целью заметим, что решение (Р, t\ a, b, I) 
уравнения (12), удовлетворяющее условиям (41), можно записать в 
следующей символической форме

Здесь к должно быть заменено оператором Ар— b (каждый член 
ряда (14) представляет собой целый многочлен относительно Ар 
над / (Р)).

Непосредственное толкование выражения, стоящего в правой части 
(14), возможно лишь для бесконечно дифференцируемой функции f.

Учитывая, что при некоторых частных значениях параметров а и 
b решение их может быть найдено в предположениях относительно 
функции f, необходимых лишь по природе вопроса (см., например, 
для Ар = & и а = Ь = 0 в (7), стр. 452), естественно преобразовать
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(14) к виду, в котором а и b имели бы желательные значения. Вос­
пользуемся с этой целью формулой

і

ру, * *) = ‘8> v; ^dz’ <15>
0

справедливой (8) при Re (7) >Re (v) >>0, 5^=1,
известным соотношением

|arg(l — 5) I О, и

F^, p, 7; e) = (l-5)r—^(7-«, 7-p, 7; 5). (16)
Преобразуя гипергеометрическую функцию в (14) при помощи (16) 

и применяя после этого (15) при 2v = a —c-f-l, с>0, и снова (16), 
получаем

„/а + 1 — с c\z1 а । s а « « + 1 . Д _В(----2-----2JM V0’"0’ “Г" ; V

~-8, ^dz\ (17)
о

здесь о2 —у, В — бета-функция. Вводя, наконец, вместо $=sin2-^ t

и 5г = sin2 О и обозначая а—с = alt b± = b — 1/1 1с(2а — с), 
мы из (17), учитывая (14), получаем искомую формулу
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их (р, t; + с, Ь± + у 1с (2ах + с); =

{ _ _ _£__
= Ф (Z) (sin У /9)a‘(cos У It — cos УI0)2 иУР, 6; «і, b^ l)db, (18)

0

где (»-4> у)ф(/) = //(sin V lty~a'~c.

4. Справедливость формулы (18) при ях>0 и с>0 может быть 
обнаружена прямой проверкой, опираясь на свойства функции 
и^Р, t; ai, bi, l) как решения задачи Коши для уравнения (12) с 
достаточно гладкой функцией f.

5. Полагая в (18) аг = 0 и используя (11), мы при а>0 получаем 
решение уравнения (13), удовлетворяющее условиям (4 ). При^->0 
мы таким образом получаем_ решение аналогичной задачи для урав­
нения Хи = Иц + о УІ ctg У It lit + bn, а при / -> 0 — для уравнения Д2а = 
—Utt + at^ut + bu, и, наконец, при ^-*0 и/-» 0 для уравнения Дц = 
=utt + at-1 lit + bu, для которого при Ь — 0 решение было недавно 
указано (9).

1
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