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1. Проблема расслоения пары конгруенций прямых в трехмерном 
пространстве была поставлена Фубини около 30 лет назад (ф. Этой 
проблеме посвящено много исследований в проективной и метриче­
ской дифференциальной геометрии .  В настоящей работе рассмотрена 
проблема расслоения двупараметрических семейств прямых в п-мер- 
ном проективном пространстве Рп.

*

* Литературные указания по проблеме расслоения см. (4), стр. 259.

Пусть в «-мерном проективном пространстве даны два двупара­
метрических семейства прямых (1^ и (Z2), элементы которых 1± и 12 
находятся во взаимно-однозначном соответствии.

Если к семейству прямых (1^ можно присоединить однопарамет­
рическое семейство поверхностей (S) так, что касательные плоскости 
к ним в точках пересечения с прямой проходят через соответству­
ющую прямую 12, то будем говорить, что семейство прямых (IJ рас­
слаивает семейство (Z2). Если при этом и семейство (Z2) расслаивает 
семейство (ZJ, то эта пара семейств образует вполне расслояемую 
пару.

Пусть прямая 1У определяется точками Ао и Ап а соответствую­
щий луч Z2— точками А2 и А3. Пусть точки Ait As,..., Ап, вместе 
с точками Ао, Аъ А2, А3 образуют репер Рп. Уравнения инфинитези­
мального перемещения элементов репера Ах будут иметь вид:

dAa=^Ae (а,р = О, 1, 2, ...,п). (1)
Уравнения структуры имеют обычный вид

D<£ = «,»] (а, 8,7 = 0, 1, 2, ...,«) (2)
(по 7 — суммирование).

Пусть Р — точка пересечения расслояющей поверхности Е с лучом 
А0А, р=А + м0,
dP = 4 (оф + dk + k^) + Аг (оф + W) + Д2 (оф + £о>2) + А3 + W) + 

+ (оф + koA) + ... + Ап Щ + k«A). (3)

Семейство прямых (ДоДД будет расслаивать семейство (Д2Д3), 
если dP определяется только точками Р, А2, А3, что будет, если

dk + оф -J- k (оф — оф) — А2оД = 0; (4)

о? = «ф = 0 (Z = 4, 5,..., и). (5)
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Чтобы уравнение (4) определяло однопараметрическое семейство 
поверхностей (Е), нужно, чтобы его внешний дифференциал был 
алгебраическим следствием самого уравнения (2). Отсюда имеем

[«о2®)*] + — 0;

h2 ®2] + [®3 ®3] + [®3 “У + [®2 ®2] = 0; [®1 ®2] + К = °-

Из уравнений (5) видно, что дифференциальная окрестность луча 
А„Аі трехмерная и, следовательно, семейство (ЛоД) — конгруенция (3).

Если двупараметрическое семейство прямых (ЛоА) расслаивает 
двумерное многообразие прямых (А2А3), то семейство (ДоА)—кон­
груенция.

Если при этом и семейство (Д2Д3) расслаивает семейство (Л0Лі), 
то аналогично получим:

оз' = о/ =0, і = 4, 5,..., п.

Итак, для вполне расслояемой пары имеем:
о)‘ = <о| = о»' = о? = 0, і = 4, 5,..., п.

Отсюда видно, что если два двупараметрических семейства пря­
мых образуют в Рп вполне расслояемую пару, то они представляют 
две конгруенции трехмерного пространства, погруженного в Рп.

В дальнейшем будем рассматривать пары двупараметрических се­
мейств прямых, расслояемые в одном направлении.

2. Пусть не параболическая конгруенция прямых (ZJ расслаивает 
семейство прямых (Z2). Поместим точки Ло и Лх в фокусы луча 1г. 
Фокальные плоскости луча А0А1 лежат в трехмерном пространстве, 
определенном точками ЛОЛХ и прямой Z2, следовательно, пересекают 
соответствующий луч Z2. Поместим точку Л2 репера в точку пересе­
чения фокальной плоскости фокуса Ло с прямой Z2, а точку Л3 в пе­
ресечении фокальной плоскости фокуса Ar с Е.

Из
dA0 = 4- to1 Ai 4“ о)-Д2 4" °)ЗД3, dAi = wx А3 4~ <ох А3 4- о>х Д2 4~ ®1Д3

видно, что при этом отнесении <о2 = 0 и о>3 = 0.
Итак, расслояющее семейство (ЛОЛХ) определяется уравнениями:

о»3 = 0; о»2 = 0; = 0; = 0 (Z = 4, 5......... п). (7)

Их внешние дифференциалы имеют вид:
[о)"<о2] -j- [«л о>|] = 0; [°’1 <й3] -г [®2 ®|] — 0; [®2о>‘] = 0; [«>3«>'] = 0. (7Z)

Разрешая алгебраически систему (7'), получим:
<»° = ао)2 4- Зо)3; оР — — 8<о2 _і_ ^з- 0)1 — Хо>з ио)2:1 1 * г з * * 17 1 (7,z)

«о3 — — no)3 4- vn>2; o4 —В. <о2; оя = С. го3

(формы ®2 и юз линейно независимы, так как в противном случае 
конгруенция (Д0А) вырождается). Число неизвестных форм q = 2п — 2;
5Х — 2п — 4; s2 — q — sx = 2; Q = sx + 2s2 = 2n. Число параметров наи­
более общего интегрального элемента N=2n.

Уравнения (7) в инволюции (2) и определяют произвольную кон- 
груенцию с широтой двух функций двух аргументов.

Уравнения развертывающихся поверхностей конгруенции (ЛОЛХ)
о)2 = 0, о)3 = 0.
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При заданной конгруенции (7), (7') расслояемое семейство прямых 
(Л2Л3) определяется уравнениями расслоения (6)

[<о1 ш2] = 0; [«о» <оэ] 0; pi (йо] _|_ р юз] = Oj

откуда следует:
= £<02; <0« = Мш2 + 2V®3; О)! =----  Mi)2 РоД. (0)

Система уравнений (8) в инволюции и определяет семейство 
(Л2Л3) с произволом одной функции двух аргументов.

Если расслояемое семейство прямых (Л2Л3) — конгруенция, то на 
прямой Л2Л3 имеется точка /7 = Л3 + рЛ2 — фокус, такая, что при 
смещении в развертывающейся поверхности dF находится на прямой 
Л2Л3. Это будет, если компоненты dF по Ло, Лъ Л4,..., Л„ равны 
нулю (3),
dE = Ло + ри>о) + + p®i) + Л2 (<о2 + do + р®2) + Л3 (о>з + ршз) +

+ Л^З + РЮ2) + • • ■ + Ап + Р^)-
Отсюда

®3 + р®£ = 0; о’3 + р°>2 = 0; + рю* = о (г =4, ...,п). (10)

Уравнения (10) непротиворечивы, если ^=0. В этом случае урав­
нения развертывающихся поверхностей будут <і>з = р и оЛ = 0 и коор­
динаты фокусов луча Л2Л3 Pi = 0; 1/р2 —0, т. е. фокусами будут 
точки Л3 и Л2.

Теорема. Если конгруенция прямых (ЛОЛХ) расслаивает кон- 
груенцию (Л2Л3), то развертывающиеся поверхности у них соот­
ветствуют, а фокусы луней расслояемой конгруенции лежат в со­
ответствующих фокальных плоскостях расслояющей конгруенции.

Расслояемые конгруенции (Л2Л3) определяются уравнениями:
<oj = £®2; = RtA о)” — /Ио)2; иЛ = Рш^ (1 ])Л 3 1 J 31 X'

Система (11) в инволюции и определяет расслояемые конгруенции 
с произволом 4 функций одного аргумента.

Теорема. Расслояющие поверхности расслояемой пары кон- 
груенций обладают сопряженной сетью, высекаемой развертываю­
щимися поверхностями расслояющей конгруенции.

Эта теорема является обобщением теоремы Фубини о сопряжен­
ных парах в Р3 (4) на одностороннее расслоение в Рп и показывает, 
что расслояющая конгруенция (Л^) будет сопряжена всем расслояю- 
щим поверхностям, а расслояемая конгруенция (Л2Л3) будет им 
гармонична (3).

3. Рассмотрим теперь случай, когда расслаивающая конгруенция 
параболическая.

Поместим точку Аг в единственный фокус прямой R, точку Ло 
возьмем на луче /х произвольно. Точку Л3 репера возьмем в пересе­
чении фокальной плоскости прямой R с соответствующей прямой /2, 
точку Л2 возьмем на луче /2 произвольно. Так как ДЛ^о^ЛоЛ- 
+ «ф Лх + <о2 Ла + о)3 Л3, а фокальная плоскость фокуса А± определяется 
точками Ло, Аг и Л3, то о>2 = 0.

Для невырожденной параболической конгруенции формы ®2 и о>3 
линейно независимы и [<о3 ®2] = 0.

Итак, при указанной системе отнесения расслояющая параболиче­
ская конгруенция определяется системой:

ю2 = 0; о)3 = Аз»2; о/ = 0; оф = О (I = 4, 5,..., п). (12)
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Уравнения (12) определяют произвольную параболическую конгру­
енцию. Уравнения семейства её развертывающихся поверхностей 
®2 = 0. Широта решения — одна функция двух аргументов.

Расслояемое семейство (Л2Л3) определяется системой, полученной 
из уравнений расслоения (6):
®® = /?®2; ®i = А®2 + Ж®3; = Ж®2 + ^®3; ®® =S®2+ (/?+ NK) ®3.

(13)
Система (13) в инволюции и определяет расслояемое семейство 

(Л2Л3) с произволом одной функции двух аргументов.
Семейство (Л2Л3) будет конгруенцией, если ^=0. Тогда:

®з =/?®2; ®2 = £®2 + Ж®3; ®i = Ж®2; ®3 = S®2 + /?®3. (14)
Уравнения (14) определяют также параболическую конгруенцию 

с произволом 4 функций одного аргумента. Фокус ее луча Л2Л3 бу­
дет в точке Л3, а уравнение единственного семейства развертываю­
щихся поверхностей ®2 = 0.

Теорема. Если параболическая конгруенция (ЛоЛ^ расслаивает 
конгруенцию (Л2Л3), то последняя — тоже параболическая, фокус 
ее луча лежит в соответствующей фокальной плоскости рассло- 
яющей конгруенции, и развертывающиеся поверхности обеих кон- 
груенций соответствуют.

Фокальные поверхности (Л^ и (Л3) обеих конгруенций обладают 
семейством асимптотических линий ®2 = 0, касательные к которым и 
образуют параболическую конгруенцию.

Теорема. Расслояющие поверхности расслояемой пары пара­
болических конгруенций обладают семейством асимптотических 
линий, соответствующих развертывающимся поверхностям обеих 
конгруенций.

4. Если в уравнениях (12) /<=0, то конгруенция (ЛоЛ^ представ­
ляет оо2 прямых, проходящих через точку Л1л т. е. трехмерный 
конус.

Расслояемая пара семейств (ЛдЛ^ и (Л2Л3) определяется системой 
уравнений:
о)1 = Lm- ф- Ж®3; о)1 = Ж®2 ^®3; о>® = Р®2 -ф Q®3; ®® = Q®2 -|- /?®3;

®* = В. ад2 4- С; ®3; о)* = С. ®2 + D^9. (15)

Дифференцируя внешним образом эти уравнения, получим, что 
произвол существования расслояемой пары семейств (ЛОЛХ) и (Л2Л3) 
в этом случае п — 1 функция двух аргументов.

Если при этом семейство (Л2Л3) — конгруенция, то, поместив точки 
Л2 и Л3 в фокусы луча, получим M=Q = 0 и С; =0, г = 4, 5,__ , п. 
Тогда расслояемая пара семейств (ЛоЛ^ и (Л2Л3) определяется системой: 

о)1 = Lu^'. о)! = ^®3; о)? = Р®2; о)® = /?®3; ®* = В. о)2: ю* = D, ®3.
2 3 2 3 2 I 3 i

(16) 
При этом конгруенция (Л2Л3) произвольна и уравнения ее разверты­
вающихся поверхностей ®2 = О и о)3 = 0.

Итак, произвольная конгруенция (Л2Л3) расслояется трехмерным 
конусом.

В этом случае расслояющие поверхности также несут сопряжен­
ную сеть ®2 = 0 и и3 = 0, соответствующую развертывающимся по­
верхностям расслояемой конгруенции (Л2Л3).
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