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МАТЕМАТИКА
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О МЕТРИЧЕСКИХ СВОЙСТВАХ КВАЗИ КОНФОРМНОГО 
ОТОБРАЖЕНИЯ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 5 X 1953)

Пфлюгер (*) вводит следующий класс отображений: гомеоморф­
ное отображение w =/(г) круга |z|<fl на круг | w | < 1 называется 
квази-конформным, если функция f(z) дифференцируема почти всю­
ду в | z| < 1 и почти всюду \dw/dz\2 < Q\daw /d^2\, где dz, dw, dvw, 
d~z—соответственно, линейные элементы и элементы площади в плос­
костях z и w. Автор заметки утверждает в этом случае гомеоморф­
ность отображения вплоть до границы включительно (без доказатель­
ства) и доказывает, что замкнутое множество линейной меры нуль на 
окружности | z | = 1 переходит во множество меры нуль на окруж­
ности |w| = 1. Однако для столь широкого класса функций оба эти 
утверждения являются неверными, как показывают следующие при­
меры.

Пример 1. Пусть ф (г)—функция со следующими свойствами: 
1) ф (г) определена и непрерывна на полуинтервале 0<^r< 1; 2) © (г) 
монотонна, причем ф (0) = О, ф(1) = оо; 3) © (г) принимает постоянные 
значения на интервалах смежности некоторого совершенного мно­
жества меры нуль отрезка O^r-Cl. Построение подобных функций 
известно. Тогда, если z = ге!в, w = ре'1, то функция w = f1(z), зада­
ваемая соотношениями р = г, 6 = /-р© (г), осуществляет гомеоморф­
ное отображение круга |z|<l на круг |w|<l, которое является 
почти всюду конформным, причем гомеоморфность не может быть 
продолжена на границу области.

Пример 2. Пусть Р—некоторое совершенное множество меры 
нуль на окружности | z | = 1 и пусть его интервалы смежности

ОО

(k — 1, 2,...) имеют центры в точках и длины Ik, 2 = 2«. По-
ft =i

строим на окружности | w | = 1 совершенное множество Р' следую­
щим образом. Интервалы смежности Р', пусть {L'^} (&=1, 2,...), име­
ют центры в точках tk = 9ft и длины 1'к = Va lh. Пусть, наконец, 0 = б (/)— 
функция, гомеоморфно отображающая окружность | z | = 1 на окруж­
ность | w | = 1 так, что интервалы Lk линейно переходят в интервалы 
А*. а множество Р преобразуется в Р'. Тогда функция w = f2(z), за­
даваемая соотношениями р = У г , 6 = ф (/), осуществляет гомеоморф­
ное отображение замкнутого круга |z|<^l на круг |®|<1 конформ­
ное почти всюду, но переводящее граничное совершенное множе­
ство Р меры нуль в множество Р' меры к.
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том,

|z|=r

Ошибка доказательства заключается в
ружности | z | = г в круге | w | < 1 к (г) и

ЧТО 
dw 
dz

длина образа ок- 
| dz | вообще не

равны почти всюду, как полагает автор. Для того чтобы указанная 
теорема была справедлива, необходимо ввести дополнительные требо­
вания, в качестве которых можно взять любое из следующих:

1°. f (z) осуществляет гомеоморфное отображение замкнутого круга 
и обладает ^свойством почти на всех сечениях lz] = r, т. е.

переводит почти на всех указанных сечениях совершенные множе­
ства меры нуль в множества длины нуль (2).

2°. Всюду, исключая быть может счетное множество точек, функ­
ция w =f (z) переводит бесконечно малую окружность с центром в 
точке z0, \z — z0\ — r, в такую кривую, что

max | w — wa I
lim 'Tnin I w — w01 Q (z) \ °°-

|Z|=Z 01

Из 2° следует 1° (об ^свойстве в этом случае см. (3)).
3°. f(z) принадлежит в замыканию класса непрерывно дифферен­

цируемых квази-конформных отображений с равномерно ограничен­
ной характеристикой Q.

Из 3° следует 1° и 2° (см. (4)).
При выполнении одного из указанных условий (в конечном счете 

условия 1°) рассуждения, проведенные при доказательстве указанной 
теоремы, становятся законными, и теорема в этом случае имеет место.

Кроме того, в силу одной из теорем Н. Н. Лузина ((5), п. 47), из 
того, что всякое совершенное множество меры нуль на границе пе­
реходит во множество меры нуль, следует выполнение этого свой­
ства для произвольного множества меры нуль, уже не обязательно 
замкнутого. Опираясь еще на теорему Банаха — Зарецкого (6), полу­
чаем следующий результат:

Теорема. Если функция w=f(z) осуществляет гомеоморфное 
отображение круга |z|<l на круг |и»|< 1, дифференцируема поч-

3 I dw 2 , „ I дти всюду, причем,-^ \ ■< Qj^— 11 > кроме того, выполняется одно из 
условий 1°—3°, то отображение гомеоморфно в замкнутом круге, 
причем на окружности |z| = 1 оно абсолютно непрерывно*.

* В моей заметке „Поведение квази конформного отображения в изолированной 
точке”, опубликованной в ДАН, т. ХСІ, № 4, в формулировке леммы 2 напечатано 
| arg w (z) — arg z |на < е, следует читать | arg w (z) — arg z | на Га < е; напечатано 
| arg (z) — arg z — 8 К е, следует читать | arg w (z) — arg z — 8 |на Гі < e.
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