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1. В настоящей заметке изучается вторая краевая задача для 
уравнения

= 3 + 2 + с(*)н-м*)>
i,h=l ' h> z-i ''

x = (xb ..., хл), эллиптического в точках х области D' и параболи­
ческого (с любым рангом вырождения соответствующей квадратич­
ной формы) в точках х € Го, где Го — часть границы D'. Коэффици­
енты aik(x), bi(x) предполагаются дифференцируемыми, с (^ — огра­
ниченным в D'; aik (х) и bi (х) непрерывны в D'. Пусть область О' 
лежит в полупространстве хп > 0, а Го — в плоскости хп — 0.

Как и в заметке (х), в которой рассматривалась первая краевая 
задача, применение функциональных методов исследования позволяет 
выяснить структуру разрешающего оператора, соответствующего задаче, 
найти достаточные условия единственной разрешимости и регулярной 
разрешимости задачи, выяснить некоторые свойства резольвенты 
и т. п. Аналогичными методами исследуются соответствующие задачи 
для уравнений высших порядков и для систем уравнений.

2. Для простоты изложения предположим, что для всех чисел %г 
выполнено неравенство

0 < алл (х) $л < С2 2 ^(х)^ (x^D'), (2)
i. h-1

где С2 не зависит от х и it (см. (х)).
Пусть И, соотв. Kg, — гильбертово пространство функций и (х), 

соотв. градиентов Gu. Скалярные произведения в этих пространствах 
зададим формулами

[и, ц] = §u-vdx, [Ga, = у (х) — + fuvldx, (3)
D D Ч ' k

где у2— постоянная, область] D G D' имеет часть границы Го на 
хл = 0, причем Го лежит строго внутри Го. Остальную часть границы 
области D обозначим через Гъ Г1с(хл>0). Предполагается, что 
угол между Гх и Го нигде не равен нулю.

Через □ ' (О) обозначим многообразие непрерывных в D функций 
и (х), имеющих кусочно-непрерывные, ограниченные в D первые про­
изводные. Оператор градиента G отображает Qx (D) на некоторое 
многообразие Rg g Rg'- Ro = OQ1 (D). Замыкание оператора G, рас-
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сматриваемого на Ш (D), будем обозначать также через G, а его об­
ласть определения — через Q (D). Очевидно, область изменения G 
совпадает с Ra. Введем еще следующее обозначение: \u-vdT = (и, ^)г.

1’
Лемма 1. Пусть с2х„ аПп (х) С~х„ для х 6 D'.
а) Если 0<а<1 (см. 0)), то каждая функция и(х) из ЩТ>) 

принимает в среднем с весом р некоторые предельные значения на Г, 
причем-.

[и, и] + (рм, м)г<.С2 {Gu, Gu}. (4)

Вес р(^)>0 всюду, за исключением, быть может, точек множе­
ства ГоПГр Точнее, если 

п п

Хп 2 2 а1ь(х}Ч^к (Cj^O), (5)
/=1 /, h—1

то во всяком случае достаточно положить ?(Р) =
для Р>1, где d (Р} — расстояние отточки Рдо Г0ПГі, о (Р) = Іп^ф1 
для ₽= 1 и р=1 для ₽< 1.

Если характеристики* в точках Го ПГх имеют ненулевое пересече­
ние с множеством D pU (ГоПГі), где U — окрестность, и не каса­
ются Г1л то достаточно в (4) положить р = 1. (В случае касания 
характеристик к Гх иногда можно в (4) после замены Г на Го 
положить р = 1.)

б) Если а>1 (т. е. направление плоскости хп = 0 является ха­
рактеристическим в любой точке х € Го), то в Q (D) существуют 
функции, стремящиеся к бесконечности при х„ -> 0. При этом оценка 
(4) справедлива лишь тогда, если в нее вместо Г подставить Гх **.

Очевидно, утверждения типа лемм 1, 2 настоящей заметки, а так­
же лемм 1, 2 заметки (2) являются обобщением на случай вырож­
дающихся метрик типа {,} известных теорем вложения (2). ”

3. Под второй краевой задачей в случае а) будем подразумевать 
задачу, состоящую в нахождении решения уравнения (1), удовлетво­
ряющего на всей границе Г = ГодГ1 области D условию

2 aik (х) ~cosnxk+ A (s) и = ~ + А (s) и = у (s). (6)
i, h=l

Обозначим через Q (Z2) многообразие тех функций v (х) из ^1(П), 
которые имеют суммируемые в квадрате первые частные производные. 
Под решением (обобщенным) второй краевой задачи в случае а) 
будем понимать такую функцию и (х) € О (D), что для любой функции 
i»(x)€ Q(D) выполнено соотношение:

л , , , п
л . Oil . /х-,

* Под характеристикой, соответствующей данной точке, мы понимаем пересечение 
всех плоскостей, имеющих характеристическое направление в этой точке.

** Аналогичные утверждения справедливы относительно вполне непрерывности 
соответствующих операторов вложения.
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Очевидно, что гладкие решения второй краевой задачи этому соотно­
шению удовлетворяют.

Теорема 1. Предположим, что имеет место случай а) и вы­
полнены неравенства

п—1 П—1 п
с^Хп 2 ащ (Xi,... , Xfd C* 2 aik (Xj,. .. , хД (8)

i=i k=i i, h=i

где с2 и С2 не зависят от x и Если

с{х)-^-^ь\х.(х)<^--2 
і=т

-у 2 cos nXi — •C 0 (х€Г), (9')
i=l

то вторая краевая задана имеет., и притом единственное, решение, 
п

Если условия (9) не выполнены, но функция У ь' ограничена, 
■ % 1=1 1

то во всяком случае для второй краевой задачи при <p(s) = O для 
уравнения (1) и сопряженной с ней краевой задачи имеют место 
теоремы, аналогичные трем теоремам Фредгольма.

Оператор L, соответствующий второй краевой задаче при 
® (s) = 0, полу ограничен, его спектр дискретный и конечнократный, 
а резольвента (L — ХЕ)"1 для регулярных значений У. вполне непре­
рывна (и имеет структуру, указанную ниже).

Для доказательства единственности решения в случае (9) положим 
в формуле (7) /г = 0, ® = 0 и отсюда выведем, что м=0. Для про­
стоты изложения предположим, что для с возрастанием h про­
екция множества D Г| (х„ = h) на плоскость х„ = О возрастает. Поло­
жим в (7) v = ив (хь ...,х„), где ug = и для х„>8 и ug^,..., хп) = 
= и (х1;..., Хл—!, о) для хп $ и (хъ ..., xn)£D. Тогда, как доказывается, 
в результате предельного перехода по некоторой последовательности 
Зл—*0 получим 0 {Gm, Gu}, откуда следует и = 0,

Для доказательства существования решения реализуем правую 
часть (7) в виде билинейной формы некоторого оператора в /?о:

[h, — (ф, г/)г = [Gu, (- Е + К) Gv}, (Ю)

и аналогично тому, как это сделано в (\ 4, 5) выводим, что решение и 
задачи дается формулой:

и = G-1 (- Е + ^)*-1 W* (А, ф) = L~l (h, ф), (11)

где U7—оператор вложения, отображающий Gv на пару функций 
(v (х), v (s)) (см. (4, 5)) (в силу (4) он ограничен), а звездочка означает 
переход к сопряженному оператору.

Легко показать, что оператор G"1 в рассматриваемом случае вполне 
непрерывен (ср. с леммой 2). Отсюда следуют сформулированные в тео­
реме утверждения относительно оператора L.

4. В случае б), если bn (х) — х“-11 In хп |-5 (8>0)* в некоторой

При а=1 множитель х®'1 следует заменить на [In
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окрестности Го, вторая краевая задача ставится так: ищется решение 
уравнения (1), удовлетворяющее на Г! граничному условию (6); на 
Го никаких условий не задается (см. по этому вопросу также (3)).

Под решением (обобщенным) этой задачи мы будем понимать 
такую функцию и (х), что для всякой функции f (л) € Q (О), обращаю­
щейся в нуль вблизи Го, выполнено соотношение:

Теорема 2. В случае б), если bn(x)^-— x„^1\\nxn\~~~s в некото­
рой окрестности Го, а в D и на выполнены неравенства (9), то 
вторая краевая задача имеет, и притом единственное, решение 
для любых правых частей h (л) б Н, у (s) € Sp (р—1).

5. Если выполнено условие б) и Ьп (х) < 0 на Го, то вторую одно­
родную краевую задачу естественно ставить так: ищется решение 
уравнения (1), удовлетворяющее на ?! однородному условию (6) и 
обращающееся в нуль на Го. Действительно, оператор L, соответст­
вующий этой задаче, является, как доказывается, в этом случае со­
пряженным с оператором L*, соответствующим второй однородной 
краевой задаче для уравнения Ev = g, причем последнее уравнение 
сопряжено с уравнением (1). Но в уравнении L*v = g коэффициент 
6л(.*)>0 для х€Г0, а следовательно, для него вторая краевая задача 
ставится так, как указано в п. 4. Значит, если выполнены в области 
D и на 1\ неравенства (9), условие б) и неравенство bn(x)<Z® на Го, 
то вторая краевая задача для уравнения (1) (в указанной выше поста­
новке) имеет, и притом единственное, решение (так как, согласно 
теореме 2, оператор Е' имеет ограниченный обратный).

6. Лемма 2. Если выполнено неравенство (5) при Р<С2, то опе­
ратор G~x вполне непрерывен (см. сноску ** на стр. 226).

Теорема 3. Если при некотором & < 2 имеет, место неравен­
ство (5), то для вторых краевых задач (при © (s) = О на TJ для 
уравнений (1) и L*v = g всегда имеют место три теоремы, анало­
гичные трем теоремам Фредгольма. Оператор L, соответствую­
щий второй краевой задаче (при © (s) = О на Г\) полуограничен 
([Lu, zz] О А4 [zz, zz.]) и имеет дискретный, конечнократный спектр. 
Резольвента (L-OEY1 для регулярных значений к имеет струк­
туру, аналогичную (11), и является вполне непрерывной.

В случае р=0на Г0ПГі в теоремах 1, 2, 3 предполагается дополни­
тельно, что А и Е bi cos nxi на Го П Гх обращаются в нуль соответст­
вующего порядка.

7. Аналогично тому, как указано в (4, ®), сформулированные утвер­
ждения можно распространить и на задачи с косой производной для 
уравнения (1).

8. Результаты, полученные в (х) и в настоящей заметке, легко пере­
носятся также на эллиптические уравнения, имеющие внутри области 
поверхность параболичности.

Поступило
14 VII 1953
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