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ДВУМЕРНЫЕ ЗАДАЧИ ВАРИАЦИОННОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 
В НЕПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ, ПРЕОБРАЗОВАННЫЕ 

К ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

(Представлено академиком М. В. Келдышем. 23 IX 1953)

В заметке автора (’) содержалось утверждение о существовании 
абсолютно-непрерывного в смысле Тонелли решения задач на отыска­
ние абсолютного минимума интеграла

\ \ F (х, у, z, р, q)dxdy, 
D О)

когда допустимые функции принимают заданные значения на грани­
це, а подъинтегральное выражение удовлетворяет условию

F^m(\ + р2 + q2^

при p2 + q2^-L2, т^>0 и а>1 и при некоторых дополнительных 
условиях. Доказательство этой теоремы опиралось на теорему о выбо­
ре подпоследовательности (теорема 3 0), которая, как автор впослед­
ствии обнаружил, оказывается справедливой при а ^>2*.  Следующий 
пример показывает, что теорема 3 заметки (х) не верна при 1<С“<С2.

* Полное изложение результатов заметки р) при условии а >.2 содержится в гл. I 
работы (2).

Пусть

fn (%, j/) = < 1 при

1 . 1 пу при —— х ,

(2)

у!\х\ при 0<_у<|х|,

Последовательность (2) удовлетворяет всем условиям теоремы 3 0) 
при любом 1<а<;2 и не является равностепенно непрерывной.

Результаты этой заметки показывают, что при общем предположе­
нии а>1 преобразование интеграла (1) к параметрической форме 
позволяет получить решение z=f(x, у) задачи в непараметрической 
форме, как непрерывную поверхность Т, заданную в параметри­
ческой форме. Изучение задачи в параметрической форме и ее непре­
рывного решения позволяет судить о характере особенностей функции 
f(x,y). Основная теорема этой заметки включает и случай а=1, но 
в этом случае решение задачи в параметрической форме, вообще 
говоря, не определяет решения исходной задачи в непараметрической 
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форме. В связи с результатом, имеющим место при а = I, уместно 
напомнить, что Р. Курант еще в 1927 г. предлагал искать оправдание 
гипотезы Гильберта о существовании решений регулярных задач 
вариационного исчисления, допуская в качестве решений поверх­
ности, имеющие участки, параллельные оси Z (4). Известно, что при 
а = 1 задача в непараметрической форме, вообще говоря, не имеет 
решения.

1. В дальнейшем через х обозначается точка с координатами 
(х\ х2, х3), заменяющими координаты (х, у, г) в выражениях, написан­
ных выше.

Поверхность Т в параметрической форме, ограниченную жордано­
вой кривой Г, отнесем к классу Араг, если Т есть предел в смысле 
Фреше последовательности полиэдров Р,„ п = 1, 2,.... заданных ку­
сочно-линейными функциями

Рп: x*=fn (х1, х2), (х1, х2) € Dn, (3)

и удовлетворяющих следующим условиям:
a) Dn есть жорданова область, я = 1, 2,...;

Sf (df \2 (df \2)“/2
+ dx'dx^L, Я = 1,2,..., а>1 и Z не

зависят от га;
с) ІЦб)- й {1 + для Л1°бой основной

области G функции fn, га = 1, 2,...; q не зависит от га и G (опреде­
ление основной области G см. в (1)).

Из рассмотрений статьи (3) легко получаем, что для последователь­
ности полиэдров (3) существуют равностепенно непрерывные парамет­
рические представления х = ^п(и), и € К = [0,1; 0,1] с равномерно 
ограниченными интегралами Дирихле, причем

3
D{u\u^ >и

в каждой точке и 6 К, в которой А9п существует. Вектор-функцию ® (и), 
предельную относительно равномерной сходимости в К для последо­
вательности {©J, назовем «отмеченным» параметрическим представле­
нием поверхности Т. Из (3) следует, что отмеченное параметрическое 
представлении абсолютно непрерывно в смысле Тонелли и его интеграл 
Дирихле D [<р] конечен. р

Преобразование интеграла

ц.. Ч. Г) = И x‘,f„ р„, dx.
On

Pn = dfjdx\ qn = dfjdx\ к параметрической форме дает равенство

(A Dn, F) = F, (ф„, AVn) du, га = 1 о
К

а А1 А2 \где F1(x,A) = F(x,-^,-^A^ и Лф;г - вектор, компонентами ко­
торого являются якобианы вектор-функции х = ?п Правую часть 
этого равенства обозначим через (©п, К, F^. J

2. Пусть Г—поверхность класса А*аг и ©(„), и е % _ угодно 
ее параметрическое представление. Если х = (х1, Л2 Дх 1 J 
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х = (х1, х2, 0). Каждой точке х0 € D = ср (^)_ поставим в соответствие 
совокупность всех х € уХ), для которых х = х0*.  Получаем функцию 
х3 = /(х1, х2), (х1, х2) € D, вообще говоря, неоднозначную. Легко ви­
деть, что функция / (х1, х2) не зависит от выбора параметрического 
представления поверхности Т. Класс функций /(х1, х2), отвечающих 
всевозможным поверхностям из класса Араг, обозначим Араг.

* Вектор-функцию <р (и) определяем компонентами (ср1, <р2, 0), где (ср1, <р2, ср3) — ком­
поненты вектор-функции <р (и).

3. Теорема. Пусть х = ср (и), и € К — [0,1; 0,1] — отмеченное па­
раметрическое представление поверхности Т€Араг и пусть Ео = 
= Е {Лф (и) = 0, Лф (и) 0}.

Тогда:
1) I1 (^о) = о.
2) Функция f (х1, х2), (х1, х2) б D = ср(7<), отвечающая поверхности Т 

по п. 2, почти всюду в D совпадает с функцией, абсолютно-непре­
рывной по х2 для почти всех х1, и почти всюду в D с функцией, 
абсолютно-непрерывной по х1 для почти всех х2.

3) df / дх1 = — Л, / А^; df / дх2 = — Л, / Лф для почти всех и£ К, 
в которых вектор Лф определен i^A^=f=Q в правых частях и для 
•соответствующих им точек х = ср (и) в левых частях.

4) Пусть функция F (х, р, q} определена и непрерывна при 
(x^x^D, |х3|<|х3| и при любых р и q вместе со своими произ­
водными Fp, Fg и удовлетворяет условию .

F^m(l + р2 + q2f'2 + в ■ (4)

для всех х, р, q, для которых она определена; т, а и В не зависят 
от х, р, q, причем т>0 и а>1; |f (х1, х2)<|х31 при (х1, х2) б Д

Тогда (f, D, F) = (ср, К, F^.
4. Основная теорема. Пусть функция F(х, р, q) удовлетво­

ряет требованиям п. 3, 4) и, сверх того удовлетворяет условию 
квази-регулярности-. (х, р, q, р, q^^y-O для всех значений аргумен­
тов, для которых F определена. Кроме подинтегральных выраже­
ний, удовлетворяющих неравенству (4) (случай а>1), будем также 
рассматривать выражения F, удовлетворяющие неравенству

тУ\ + р2 + q2 ^F< Ai У1 + р2 + q2

для всех х, р, q, для которых F определена; М и т не зависят 
от х, р, q (случай а = 1).

Пусть далее функция Ф (х1, х2) определена и непрерывна на гра­
нице D' области D.

Допустимые функции f задачи на минимум интеграла (f, D, F) 
подчинены следующим требованиям-.

А. /б Араг > причем \f(x\ х2)|<|х3| при (х1, х2)бД
В. Значения ЧТ (х1, х2) являются для f граничными в следующем 

смысле-, при любых (х1, х2) б D' точка (х1, х2, Ф (х1, х2)) лежит на 
граничной кривой поверхности Т б Араг, определяющей функцию f.

С. (f, D, FX+oo.
Поверхности Т: х = <?(и), и^К, определяющие всевозможные 

допустимые функции f, будем считать допустимыми поверхностя­
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ми соответствующей задачи в параметрической форме, т. е. задачи 
на минимум интеграла (ср, К, FJ. Подчиним допустимые функции f 
и поверхности <р дополнительному требованию:

D. Существует последовательность кусочно-линейных функций 
fn(x\ х2), (х1, x^^Dn, определяющая ® и f по п. 1, которая, кроме 
условий а), Ь), с) п. 1, удовлетворяет также условию (срл, К, й\)-> 
-> (®, К, п^ ос.

В силу теоремы п. 3 это условие при а > 1 можно записать 
также в виде (fn, Dn, F) —> (/, D, F).

Tогда при а > 1 задачи на отыскание минимума интегралов 
(f, D, F) и (со, К, ^і) равносильны и обе задачи имеют решение, если 
существует по крайней мере одна допустимая функция {поверх­
ность). При этом (f, D, F) = (ср, К, Л) для любой допустимой функ­
ции f, где Т: х = ср (и)—соответствующая поверхность.

При а = 1 решение задачи на отыскание минимума интеграла 
(?, К, F^) существует, если существует по крайней мере одна до­
пустимая поверхность.

Поступило 
27 IV 1953
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