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Пусть Ж — симметрическое риманово пространство с отрицатель­
ной кривизной. Картаном показано (1,2), что ЭЛ можно рассматривать 
как однородное пространство, у которого группа движений ® полу­
проста, а стационарная подгруппа § является максимальной компакт­
ной подгруппой группы @. Пусть G — алгебра Ли группы ® и ф (g, А.) 
(g ^G, hQG) — инвариантная билинейная форма Картана. Пусть, далее, 
Н — подпространство G. Множество X элементов из G будем называть 
ортогональным дополнением к Н, если ф (%, ti) = 0 для любых х и h 
из X и Н и если любой х, для которого © (х, Л) = 0 при всех h из Н, 
принадлежит X.

Предположим теперь, что § — стационарная подгруппа точки М. 
Подалгебру Н, отвечающую подгруппе будем называть стационар­
ной подалгеброй точки М. Пусть X — ортогональное дополнение кН.

Из Р,2) следует, что:
1) G = Н-j-X и квадратичная форма © (g, g) отрицательно опре­

делена на Я и положительно определена на X.
2) Для того чтобы кривая у, проходящая через точку М, была 

геодезической, необходимо и достаточно, чтобы у была траекторией 
однопараметрической подгруппы, которая порождена инфинитезималь­
ным преобразованием из X.

3) Если точка М переводится в точку М' бесконечно малым пре­
образованием e-\-xdt, где х^Х, то форму © (g, h) можно выбрать 
так, что будет выполняться свойство I и квадрат расстояния от М 
до М' будет равен © (х, х) dt2.

Пусть @ — полупростая подгруппа ® и § — максимальная компакт­
ная подгруппа @. Пусть G и Н — подалгебры, отвечающие подгруппам 
® и а X— ортогональное дополнение к Н в G. Будем говорить, что 
G (соответственно @) канонически вложено в G (соответственно в 0), 
если найдется максимальная компактная подалгебра Н алгебры G 
такая, что Н с Н и ХсХ, где X— ортогональное дополнение к Н.

Лемма 1. Пусть G канонически вложено в G и пусть Н с Н, 
а X а X. Если М — точка, для которой стационарной подалгеброй 
является Н, a S — поверхность транзитивности группы содержа­
щая точку М, то S является вполне геодезическим многообразием, 
т. е. многообразием таким, что любая геодезическая, касающаяся 6, 
целиком принадлежит g.

Доказательство. Достаточно доказать, что любая геодезиче­
ская, касающаяся g в точке М, целиком принадлежит g. Последнее 
следует из свойства 2.
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Пусть Н стационарная подалгебра точки М Пусть далее я € G 
Представим g в виде g = х + h (лбХ.ЛяІ Если Л?- точка в ко­
торую переводится М бескаприип wo 5 /и шчм, в ко
то для расстояния р(М М) от Л? до М'™ пРе°бР^ованием е + gdt, 

' > от м ДО М имеем (свойство 3)

Р2 (М, М') = ср (х, х) dt2. (1)

Так как ср (х, А) = 0, то ? (^, ^) = ср (х, х) + ср (А, А). Поэтому из (1)

р (М, М') = /© (g, gf— ? dt> (2)

где А — проекция g на Н.
Лемма 2. Пусть ®1а®2 — полупростые подгруппы группы® и пусть 

®2 с: Если @! и @2 канонически вложены в @, то &2 канонически 
вложено в @х.

Доказательство. Обозначим через §t(i = 1,2) максимальную 
компактную подгруппу группы ®h через Gi и Нг - подалгебры, отве- 
чающие~под группам @г и ф/ и через Xi — ортогональное дополнение 
к в Gt. Пусть Hi — максимальная компактная подалгебра алгебры 
такая, что Hi cz Hi йХіс Xi, где Xi — ортогональное дополнение к Hi. 
Пусть М; точка, для которой Hi является стационарной подалгеброй, 
а поверхность транзитивности подгруппы ©^содержащая точку Mi. 
В силу леммы 1 является вполне геодезическим многообразием. 
В односвязном римановом пространстве с отрицательной кривизной 
из люоой точки на любое вполне геодезическое многообразие можно 
и притом единственным образом опустить геодезический перпендику­
ляр ( ). Пусть у — перпендикуляр, опущенный из точки М2 на поверх­
ность (Si, а А точка пересечения у с ©р Можно считать, что точка 
А совпадает с точкой М^ Общий случай сводится к этому заменой 

на g где g — элемент из @ъ переводящий точку А в точку Мг.
Пусть ^€§2- Так как @2 с @п то инвариантно для Ij. С другой сто­
роны, Н2 содержится в Н2 — стационарной подалгебре точки М2, сле­
довательно, точка /И2 переходит в себя при движении I). Поэтому, 
в силу единственности перпендикуляра, точка Mj также переходит 
в себя при движении Отсюда уже следует, что Н2сН1. Покажем 
теперь, что X2czX1. Для этого достаточно доказать, что Х2 cz Xlt по­
тому что, как легко видеть, Г) G^ Пусть х € Х2 и Л1' (г = 1, 2) —
точка, в которую переводится точка Mi бесконечно малым преобра­
зованием е + х dt. Так как @2 с @ь то Л4Х € Si и 7' — геодезическая, сое­
диняющая точки Мх и ?И2, получающаяся из у преобразованием 
e-\-xdt,—является перпендикуляром к опущенным из точки /И2. 
При этом очевидно, что длины у и f равны. Согласно (3) в односвяз­
ном римановом пространстве с отрицательной кривизной для всякого 
геодезического треугольника с длинами сторон X, р, v имеет место 
неравенство

^2^-Р2 + ^2— 2p-vcos<p, (3)
где и> — угол между геодезическими р и \

Применяя (3) к прямоугольному треугольнику М1М'1М2, получим 
с2^а2А-Ь2 и А3^а24-с2— 2nccos-<pi (обозначения см. на рис. 1). 
Отсюда

Д-^CCOS ®!. (4)
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Применяя (3) к треугольнику Л1±Л12ЛІ2, найдем, что d2 Ь2 + с2 — 
— 2bc cos ф2 с2 sin2 ?2, следовательно:

d с sin ф2. (5)
Так как геодезические Л11Л421 ЛЦМі и образуют трехгранный 

угол с вершиной в точке Л1± и так как угол между геодезическими 
MiM2 и AljX прямой, то ?i+<?2>«/2, ?2 —?i<«/2. Отсюда 
sin ф2 cos ?!. Вместе с (4) и (5) это дает, что

a^d. (6)

Найдем теперь а и d из равенства (2). Полагая g = х и замечая, 
что Л = 0, так как х € Х2 С Х2, получим

d = р (Л42, Л12) = у © (%, х) dt.

С другой стороны, если h2 — проекция х на Н1г то

а = p(Mj, Mi) = У © (х, л) — ф (hlt hi) dt.

(7)

(8)
Из свойства 1 имеем, что ср (Ль Aj 0, причем знак равенства до­

стигается только при hy = 0. Вместе с (6), (7) и (8) это дает, что h2 = 0 
и, значит, х € Хх.

Теорема 1. Если О — полупростая подгруппа группы @, то @ 
канонически вложено в @.

Доказательство. Из леммы 2 следует,"что для доказательства 
теоремы достаточно найти полупростую группу @* такую, чтобы @ с: @*,
причем и ® и @ были бы канонически вложены в 
можно взять комплексную оболочку группы @. 
При этом группу @* мы можем рассматривать как 
группу с удвоенным числом вещественных пара­
метров. Покажем, что @ и ® канонически вло­
жены в Действительно, алгебра G является 
вещественной формой комплексной алгебры G*, 
отвечающей комплексной группе®*. Поэтому(4,5) 
найдется максимальная компактная подалгебра Н* 
алгебры G* и два подпространства Н и Y алгебры 
Н* такие, что Н* = Н -j- Y, G = И + iY. Легко ви­
деть, что Я является максимальной компактной

@*. В качестве @*

подалгеброй G, a iY—ортогональным дополнением к Н. Но если 
алгебру G* рассматривать как алгебру над полем вещественных чи­
сел, то ортогональное дополнение к Н* в G* совпадает с про­
странством ІН*. Отсюда и следует, что G канонически вложено в G*.

Точно так же алгебра G канонически вложена в алгебру G*, где 
G* — комплексная оболочка G. Поэтому достаточно доказать, что @* 
канонически вложена в G*. Пусть Н*— максимальная компактная под­
алгебра комплексной алгебры G* и пусть И*— максимальная компакт­
ная подалгебра комплексной алгебры G*, содержащая Н*. Так как 
Н* с Н*, то и ІН* с: ІН*, следовательно, рассматривая алгебры G* и 
G* как алгебры над полем вещественных чисел, получим, что орто­
гональное дополнение к Н* в G* содержится в ортогональном допол­
нении к Н* в G*.

Теорема 2. Пусть ® — полупростая подгруппа группы движе­
ний симметрического риманова пространства ЭД с отрицательной 
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кривизной. Среди поверхностей транзитивности подгруппы на 
которые распадается ЭЛ, существует хотя бы одно вполне геоде­
зическое многообразие.

Эта теорема непосредственно следует из теоремы 1 и леммы 1.
Поступило 
26 V 1953
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