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В ЧАСТНЫХ РАЗНОСТЯХ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 4 IX 1953)

Как известно из теории якобиевых матриц (Ц, по разностной операции 
I [и] = aj-iU + cjUj + ajUj^aj > 0, Im Cj = 0), определенной на после­
довательностях Uj, заданных на целочисленных точках полуоси у^О, 
может быть построена неубывающая функция т(Х) (—оо<Х<;оо) 
(спектральная функция) и система ортогональных относительно 
полиномов Ро (X), Рг (X),... так, что для любых последовательностей 
fj, gj> равных нулю вне некоторого интервала, справедливо равенство

ОО ОО

2fjgj= S (1)
7=0 —оо

где Л(Х) = ^fjPj^) — „преобразование Фурье“ последовательности/. 
У-о

При переходе к разностным операциям более высокого порядка, 
связанным с регулярными /^-матрицами, как известно (2,3), сохраняется 
равенство, аналогичное (1), однако в нем фигурирует не спектральная 
функция, а конечномерная спектральная матрица.

2 ^«зМ^^з является неубывающей функцией от X. Функцию Г(Х),
а,0=—оо
нормированную условиями Т(к — 0) = Т(1), 7'(0) = 0, будем называть 
матричной функцией распределения. Обозначим через Lf совокупность

5

В этой заметке мы покажем, что для разностной операции второго 
порядка в частных разностях

L [w] = aj—r k Uj—r k + djh Uj+i h + bj h—i Kj h—i + bj kUj &+i + C1 ft (2) 
{ajC> 0, Im bjk = Im cjk = 0)'

справедлива аналогичная (1) формула с бесконечномерной спектральной 
матрицей. Эта матрица, как и в случае операции I, однозначно опре­
деляет операцию L. Мы ограничимся рассмотрением операции L на 
последовательностях, заданных на целочисленных точках полуплоскости 
У^-0, так как в этом случае наиболее отчетливо видна аналогия между 
рассмотрениями этой заметки и теорией якобиевых матриц и степен­
ной проблемы моментов.

1°. Нам понадобится некоторое обобщение метода направляющих 
функционалов М. Г. Крейна (4). Обозначим через У (X) = ||та₽(Х) |1_” 
(—оо<Х<оо) эрмитову бесконечномерную матрицу-функцию, обла­
дающую тем свойством, что для любого вектора (..., В—j, Во, Bi,...), 
только конечное число компонент которого отлично от нуля,А форма 



векторных функций 5 (X) = (..., Li (X), 5« (X), (X),...) с конечным числом 
ОО

отличных от нуля компонент, причем j |5«(Х) |2і/гая(Х) = оо. После вве- 
- ОО

2°. Обозначим Pjk (a;X) = Pq (a;L) (j = 0, 1,...; 
k = ..— 1, О, I,..a — ..., —1, 0, 1,...; X ком­
плексное число) решение уравнения L [«] = Lu при 
начальных условиях и^ = 0, «оь = ояй(А = ..., — 1, 
О, 1,...). Очевидно, Рч(щ X) = 0 вне угла АаВ

(см. рис. 1), а в этом угле Pq (a; X) будет полиномом от X; распре­
деление этих полиномов указано на рис. 1.

Через § обозначим неполное гильбертово пространство последова­
тельностей fjk — fq (j = 0, 1,...; k = ..., — 1,0, 1,...), каждая из ко­
торых равна нулю вне некоторой конечной области, со скалярным 
произведением (/, g) = 2/qgq. Отнесем каждую его обобщенное

ч
преобразование Фурье — бесконечномерный вектор (.. ., F-i (X), Fo (X), 
Fi (X),...), где (X) = 2/Л (я; X); очевидно, только конечное число 

ч
Fa (X) отлично от нуля.

дения скалярного произведения

ОО ОО

(5, 7]) =2 (X)t/"ap(X)
a,0=—оо —оо

Lr превращается в гильбертово, вообще говоря, неполное пространство. 
Пусть § некоторое гильбертово, вообще говоря, неполное про­

странство, // — его пополнение, а А— эрмитов оператор, определен­
ный во всем § (т. е. (Af, g) = (f, Ag); f, g^ $).

Счетную систему функционалов Ф« (/; X) (a = ..., — 1, 0, 1; /€ ф), 
каждый из которых при фиксированном / является аналитической 
функцией от параметра X (—оо<Ч<оо), будем называть направляю­
щей для оператора А, если:

а) существует последовательность (вообще говоря,
незамкнутых) подпространств ф и последовательность натуральных 
чисел Ро-^Рі^ ■■■ такие, что функционалы Фв(/;Х) (| а | <;рф хотя бы 
при одном значении X линейно независимы в а при |a|>>pn 
Ф«(/; Х) = 0 (/ € — оо<Х<оо), причем

б) уравнение Ах — Lx=f(f € £„+1) имеет тогда и только тогда 
решение х € $п, когда Фа (f; X) = 0 при | a Pn+i.

При помощи некоторых видоизменений рас- 
суждений М. Г. Крейна (4) можно доказать следу­
ющую теорему.

Теорема 1. Существует по крайней мере 
одна матричная функция распределения Т (X) та­
кая, что для любых f,g£.§ выполняется равенство

(f. £) = 2 И (/; *) (Ш)<^ Ю- 
a,0=—оо —оо

у Функция Т (X) единственна в том и только в 
том. случае, когда хотя бы одно из двух дефект­
ных чисел оператора А в И равняется нулю.

6 ■ “



Теорема 2. Существует по крайней мере одна матричная 
функция распределения Т (к) = || та3 (к) || (— оо < к < ос) (спектраль­
ная матрица) такая, что для каждых f, g £ §

ОО ОО

2 J (к). (3)
q а,0»—оо —оо

Для того чтобы спектральная матрица была единственна, 
необходимо и достаточно, чтобы для невещественных к не суще­
ствовали решения uq уравнения L [и] = кц с граничным условием 
U-lh = 0 (А = ..., — 1, 0, 1, ...), для которых У | uq |2 < ос .

ч
Для доказательства определим в § оператор А, полагая Af=L[f\, 

при этом мы считаем, что/_1й=0. С помощью формулы Грина для 
уравнений в частных разностях (5) нетрудно проверить, что А эрмитов. 
Используя эту же формулу, можно показать, что система функцио­
налов Фа (f; к) = (“5 (/€ §; а= . . . ,— 1, 0, 1,...) являет-

ч
■ся направляющей для оператора А, при этом в качестве простран­
ства следует принять совокупность всех последовательностей fq> 
равных нулю вне треугольника CnD (см. рис. 1), и положить рп = п. 
Применяя теорему 1, убеждаемся в справедливости доказываемого 
утверждения.

3°. Полагая в (3) g = %qp, получим 
ОО ОО ОО ОО

а,3=«—оо —оо а,р=— оо —ю q
оо оо X

= 5 (МУ?]> ^рч О*) — і 5 (а’ Рр I1) ^“3 (г) •
—оо q а,0-—оо —оо

Функция &р?(к) играет роль, аналогичную функции ^{p,q\ к), введен­
ной Карлеманом (6) (см. также (7)) при разложении по собственным 
функциям уравнения Шредингера. Очевидно, та3(к) = &(0>a)(0iW (к). Отме­
тим также следующее соотношение ортогональности для полиномов 
Р7(а;к), которое вытекает из (3):

оо оо

2 \Рч^>-)Рр^')б^(к) = ^р.
а,3=—оо —оо

4°. Справедлива следующая теорема единственности:
Теорема 3. Если двум разностным уравнениям отвечает одна 

и та же спектральная матрица, то эти уравнения совпадают.
5°. Рассмотрим задачу восстановления разностного уравнения по 

спектральной матрице. Пусть Г(к) = || тя3(к) || — некоторая матричная
функция распределения, для которой 

оо

5 кп бхаДк) < оо (а = ..., — 1, 0, 1, . ..; п = 0, 1, ...); (4)
—оо

отсюда вытекает, что векторы 5a(k), компонентами которых служат 
полиномы от к, входят в 1Д . Будем предполагать, что для каждых 
J, £ (/>0) система (j + I)2 векторов

, ^ak—j} k^a ..., кЗдй-у^; k20a ^/—2, . . . , k20a y^2i . . . j к CaR (5) 



линейно независима в Lr. Обозначим через Djk=Dq вектор единич­
ной длины, являющийся линейной комбинацией с вещественными 
коэффициентами векторов (5), ортогональный ко всем этим векторам 
за исключением причем последний вектор входит в разложение 
Djk с положительным коэффициентом; этими условиями вектор Djh 
определяется однозначно.

Теорема 4. Для того чтобы матричная функция распределе­
ния Т(к) = || ^(к) || была спектральной матрицей некоторого 
разностного уравнения, необходимо и достаточно, чтобы-. 1) выпол- 

со
нялись неравенства (4), причем ) г/таа(к) =1 (а = ... , — 1, 0, 1,...);

2) каждая система векторов (5) была линейно независима в Lp, 3) век­
торы Djh (у^О) удовлетворяли соотношению ортогональности 
(Dq,Dp) = ^др. При выполнении этих условий коэффициенты раз­
ностного уравнения строятся по формулам: ajk=^Djk, Dj+1k\ 
bjk— Q'Djh, Dj k4-i), Cjk — ^'Djk, Djk)

Отметим, что при выполнении условий теоремы Djk = Pjh (а; к).
Институт математики Поступило
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