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МАТЕМАТИКА

Л. И. РОНКИН

ОБ АППРОКСИМАЦИИ ЦЕЛЫХ ФУНКЦИЙ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИМИ ПОЛИНОМАМИ 

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 11 VIII1953)

Б. М. Левитан (Ц доказал следующую теорему об аппроксимации 
целых функций тригонометрическими полиномами:

Всякую ограниченную на вещественной оси целую функцию F (г) 
конечной степени з можно на любом конечном интервале веще­
ственной оси приблизить с произвольной точностью тригоно­
метрическими полиномами вида

т (Л)
2 аке^™х (1)

k=—т (h)
(К (й) = k d (h), где d (h) не зависит от k) так, чтобы, не выполня­
лись неравенства

sup I Sh (х) I < sup IF (x) |; max | (h) | < a.

Различные доказательства этой теоремы можно найти в статьях (2“4). 
Используя метод доказательства Н. И. Ахиезера и В. А. Марченко, 
можно получить для ограниченных целых функций нескольких пере­
менных теорему, аналогичную теореме Левитана.

Теорема 1. Пусть F(z1( z2, ... , zn) — целая функция конечной
( ;------  In | F(z,, z„,.. . , z ) I \степени з з = lim ----- — 1 2-----L пЛ \ w
' (lz1l+...+ |ZB|)-Xx> 12i I + I z21 + • • • + I I J

sup|F(xD x2, xn)\ = M<^eo.
i = 1, 2......... n

Тогда существует последовательность тригонометрических 
полиномов вида

M-*i, х2,...,хп) = 2 • • • 2 akiki...hnei(\(h}X1^^^^
kn=-mn(h)

(f'kj(h) = ktdi (h), где dt(h) не зависит от k) таких, что

Sh^, х2, .. . , xn)-^F(xlt х2,. . ., хп) при h-^0 
равномерно в каждой конечной области,

тах|Ц(/г)1<а, / = 1,2,...;^ 
и

sup I Sh (хъ х2..........х„) | < sup \F(xx, х2,..., хп) [.
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Обобщения теоремы Левитана велись в направлении распростра­
нения ее на возможно более широкий класс функций. В статье 
Н. И. Ахиезера (5) теорема Левитана обобщается на целые функции 
конечной степени (ц. ф. к. с.), растущие на вещественной оси как 
полином. Аналогичный результат есть у С. Н. Бернштейна (4). В статье 
С. Н. Бернштейна (6) доказывается теорема, эквивалентная обобщению 
теоремы Левитана на ц. ф. к. с., допускающие -на вещественной оси 
целую четную мажоранту нулевого рода. Наиболее широкое обобще­
ние теоремы Левитана было получено В. А. Марченко (7). Работа 
Марченко и послужила для нас отправным пунктом.

Основным результатом нашей работы является
Теорема 2. Пусть некоторая положительная функция 

“ (Л> ^2, • • • > tn) стремится к бесконечности при V t*  + /2+-”+^ -*  00 • 
Пусть, далее, существует п положительных функций а& (/), удовле­
творяющих условиям:

* В. А. Марченко требует, чтобы а(/) удовлетворяло одновременно и усло­
вию в) и условию г). Мы требуем выполнения по крайней мере одного из этих 
условии. г

а) при любых tlt t2,..., tn справедливо неравенство

«1 (*i)  «2 (U, •••>«„ {tn) > a (tb t2,..., tn)-,
г In а.ъ (f)

6) i П+У dt^- 
—CO

и либо условию
в) ah (t2) ak (/J при 1t21 > I j, 

либо условию
г) неравенство ah (х) ak (у) ^- ak (х 4- у/) справедливо при любых х и у.
Тогда для каждой целой функции F (zlt z2,. .. ,zn) конечной сте­

пени а, удовлетворяющей условию

существует последовательность тригонометрических полиномов 
вида (1) таких, что Sh{xvx2, . . . , Хп) -> F(xlt х2, ... , хп) при h-^Q 
равномерно в каждой конечной области

max I (h) I < a + h, i = l, 2,...,n, 
ht

Эта теорема обобщает результат В. А. Марченко на случай целых 
функций от нескольких переменных. При п — 1 мы получаем тео­
рему, аналогичную теореме Марченко, но при более слабых ограни­
чениях, наложенных на а(/) *.  Как и у Марченко, наиболее трудным 
пунктом при доказательстве теоремы 2 является построение особого 
ядра, т. е. целой функции ^{z) конечной степени 1, удовлетворяю­
щей условию Ф (пх) а (х) ->0_при |х|-»оо по крайней мере для одной 
последовательности значений h, стремящейся к нулю (а (х) удовлетво­
ряет условию б) и одному из условий в) и г)).

Существование такого ядра утверждается в теоремах:
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Те-орема 3. Пусть положительная функция а(/) мажори­
руется функцией a* (t) (а* удовлетворяющей условиям б)
и в). Тогда существует функция Ф (г) конечной степени не выше 
заданного а и такая, что lim Ф (кх) а (х) = О при любом веществен- 
ном к

Теорема 4. Пусть положительная функция а (/) мажорируется 
функцией а*(/), удовлетворяющей условиям б) и г). Тогда суще­
ствует целая функция Ф(г) конечной степени, не превышающей 
наперед заданного а, и такая, что Ііш Ф (х / т) а (х) = 0 при любом 

|л|->0 
целом т.

Доказательства этих теорем похожи, хотя значительно отличаются 
в деталях. Мы приведем здесь доказательство только теоремы 3, 
на наш взгляд, более важной. При этом нам понадобится

Лемма. Если положительная неубывающая на (0, со) непрерыв-ОО
ная функция а(х) удовлетворяет условию Jp^dx<oo, то суще- 

J И- х о
ствует функция ц%) такая, что Цх)-»оо при |х|-»оо, функция 

ОО

а(х?(х)) не убывает и dx<oo.

Доказательство леммы мы опускаем.
Пусть © (х) = > где В (х) — функция, удовлетворяю-

ОО

щая требованиям леммы. Ясно, что ф(х)€^2 и (не

нарушая общности, можно считать,-что а*(/)> 1). По теореме Винера— 
Палея (8), существует функция Ф (х) такая, что почти всюду | ф (х) |=ф (х) 
и преобразование Фурье функции Ф(х) обращается в нуль при Z>0. 
Возьмем свертку Ф (х) функций Ф (t) е~м и (— /) ем

Ф(х) = J (t) е~м (t — х) е1а dt. 
— ОО

Ясно, что преобразование Фурье свертки Ф(х) обращается в нуль 
при \t\^s и, следовательно, по теореме Винера — Палея Ф(х) 
является значением некоторой целой функции Ф(г) степени не выше а. 
Оценим |Ф(Хх)р

| Ф (кх); < © (О © (/ — kx) dt < © (/) © (t — kx) dt <
—ОО — ОО Лх/2

где А = § ? (О

Последнее неравенство имеет место в силу четности и монотон­
ности ©(х). Далее, так как Цх)^ оо при |х|->оо, то найдется 
такое число Хх, что при | х | ^> хл будет выполняться неравенство 
I и’ в Силу монотонности а*(|х|), и неравенство
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|j^>-a*(x). Отсюда следует, что при |х|>.гх

Полученное неравенство доказывает теорему.
После того как доказаны теоремы 1, 3 и 4, доказательство тео* 

ремы 2 не представляет затруднений и почти дословно воспроизводит 
доказательство теоремы Марченко (см. (7)).

Перечислим теперь несколько условий, достаточных для того, 
чтобы некоторая функция а(Х], х2, • • • , х„) удовлетворяла условиям 
теоремы 2:

1) Если а (хХ) х2, . . . , хя)-^7 (V^Xi +...+х^) и -'(/) удовлетво­
ряет условиям б) и в).

Действительно, в таком случае

а (хх, х2, . . . , х„)< 7 (nxj 7 («х2)... 7 (пхп).

2) Если А = 1, 2, . . . , п и

а (-^1 4~Л'1> ^2 Д У& • • • > хп ф-уп) а (Хц х2, .... хп) я (у^, у%, • • • , _уя).
Действительно, в таком случае

а (хъ х2, . ., , х„)< а (Хр 0, .... 0) a (0, х2, 0......... 0)... a (0,... , 0, х„).
3) Если a(Xj, х2, . . ., хл) является четной по каждой перемен­

ной, монотонна по каждой переменной и есть п неравных нулю 
таких, что

1п а (X/, \t, . ..,
1 + /2 - dt.

Действительно, а (хх, х2..х„) < a (хх, хх, ..., хх)а (х2, х2,..., х2). . . 
. . . а(х„, хп, . . . , хп) и а(х, х, . . . , х) удовлетворяет условиям б) и в).

Замечание. Утверждение теорем 3, 4 и 2 остаются в силе при 
замене условий в) и г) несколько более слабыми условиями:

в') существует постоянная т такая, что a (т 111) a (| 1|), 
начиная с Некоторого t0, 
и

г') существуют четная, монотонно неубывающая на (0, ©о), 
удовлетворяющая условию б) функция Р(х) и положительное 
число т такиу, что при любых х и у выполняется неравенство

[а (х) а (у)]т £ (х) р (у) > а (х + у).

В заключение считаю своим долгом выразить глубокую призна­
тельность Б. Я. Левину за указания и постоянную помощь в работе.

Поступило
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