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Теорема. Пусть ряд Дирихле

f& = ^bne~^ (Х„>0) 
л=0

абсолютно сходится при Re 5 > 0. Пусть, далее,
1. /($) = О(1) при Res>0, |Ims|<A.
2- 5 pAk = o(in*)« 2 IM = o(’nA).

h|>4V " 7 IX„-hl<4

Тогда
bn = О (In k)

*n<k

(оценка О зависит от A).
Частными случаями этой теоремы являются, как легко проверить, 

следующие утверждения:
1) Если степенной ряд f(z) = bnzn сходится при | z | < 1, 

| Ьп | Г In п, и f(z) ограничена в секторе | © | ^ А, то Ьп = О (In &).
n-^k

2) Если ряд Дирихле/(s) = У A, s = a + it, абсолютно сходится ns
при а>0, ограничен при а>0, |£|<А, и \Ьп\^Г/п, то

2^ = O(lnln k).

Действительно, легко проверить, что в этом случае

2 ?йи^ = о(1) и 2 т =
|lnn-h[>4 [1пП-й|<4

Лемма 1. Пусть а > о. Тогда

t /<01ДГ У ^udt^ <[у+ 0(1), / = 0 0(1);

U-'°+ 0(1), />о)
/<0, 

\1е-‘°+ 0(!), />0;

Л
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от.
■ I2-е^+О^,

Первое утверждение леммы — это неравенство (10) книги (1), в 
котором положено j/ = е1. Вторые два утверждения доказываются 
совершенно аналогично.

Рассмотрим интеграл:

Докажем, что

J а + it е а1 “
— Л

$ \(Л —kn)a) ’ Oi — k >4,

= - От, (Х„-А|<4, 
pXB-k)Ve-2e<,cosA +I)2 + О A - "Y 4. 

V \(Лл—£) /

Если I X„ — k I 4, то имеем:

1
2тг

— 2cosAe'^ *n 1)t+ei(k-m

Если |ХЯ — £|>4, то дважды интегрируем по частям:

_1_ Г (й-^е-»-Л)2(е-,7 е,-Л)2

J а + и
—л

_ 1 С \ WTt i(k_

_ 1 С J 16е Ш — 18 COS Ле~37 + 4 (2 + 4 cos2 A) e~2it — 2 cos Хе~И
J I a -f- it

—A

I Sg —12 cos Ae—3'^ + 4 (2 + 4 cos2 Л) e~2lt — 4 cos Ae—“ ,
(a + it)2 ' +

2 (e-4" - 2 cos Ae-3'7 + (2 + 4 cos2 A) e"2'7 - 2 cos Ae“» + 1) (k-i ,
(a + ity fe
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Если кл А £4, то оцениваем выражение через —yyjJ- 
Если же ^n~k<^— 4, то числа k — Хл, k — лл — 1, k — Хл— 2, 

~' п 3> — 4 положительные и после выкладки получим:

Л с
J а + it U

—Л

= (е ° - 2е° cos Л + 1 )2 + О (—А--^ . 
"Л" / Итак, имеем:

(е lt — е’А)2 (я 11 — е ,л)2 
о 4- it /(з + it) e,htdt —

= 2 bne-^e^-^a{e2a — 2eacos А + I)2 + 
^Л<й—4

+ O( S mHW 2
|Лл k|-^4 ' '^п^к+^ /

= (e2° —2eacosA+l)2^ 2 + О (In £) + O(ln £).

Оценим интеграл:

£ c (g-ч -е-;л)2(е-” _ егл)2
2л: /(з + it) еІЫ dtо ~f- it

dt = Cln

Итак:
О fin— 'і + О (In k) 

bn=~—^________ eha, 
(e2° —2e°cosA + l)a

з = у, (2 —2cosA)2=£0,

2 b„ = О (In k), 
*n<h

и теорема доказана. (В случае степенных рядов выкладки можно 
упростить, если рассмотреть интеграл

1
2к

е/Л)2(е;Ф_е-іл)2

1 - reiv /{re'9) e—'^d^o

Следствие. Пусть для степенного ряда с единичным радиусом 
сходимости в секторе 0<r< 1, I^KX, справедлива оценка:

' , I
2^=rL-z+o(i)

и ап^>—тInп, 7>0. Тогда:

2 ап = k + О (In k).
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Для доказательства потребуется лемма, представляющая простое 
•обобщение теоремы Хейльбронна и Ландау (2).

ОО

Лемма 2. Пусть f (z) = У bnzn ограничена в секторе | <р | А,

0<г<1, и Ьп^ — у Inn. Тогда I Ьп1^ Г In п.
При г < 1

А оо А

5 0 — ^bsrs (1 — =
— Л 5=0 —д

• 2 А 5 ------ П
. ОО sin45 Л------------------  , ОО

= ^а + a у Ь^-——У —.
Л ZJ ° (5 — л)2 п A. (s-ny

s=0 s=l
S^n $±П

В силу ограниченности функции интеграл в левой части есть 0(1), 
ОО

2 —Zip' = пУ Поэтому Ьп = О (In п). 
s=l ' f

п
ОО ОО

Если + то ^bnzn = 0(1) с bn = an — 1,
п=0 п=0

Ьп^ — Y^nn. Значит, по лемме 2 |&„|<Г1пп и по теореме 1

У(ап — 1) = O(ln k), 
n^k

У ап = k + О (In £), 
п<,к

что и требовалось.
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