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Рассмотрим линейное квази-дифференциальное выражение

1у =РЛ^У-^ (%) - Ар„_2

d I / A ^^у d / d”y\\ ]] ...

где рп(х), р±(х), рп(х) — вещественные измеримые функции в 
интервале [0, оо), удовлетворяющие при любом конечном &(0<&-<оо) 
следующим условиям:

ь ь
j! A, Wh1 j | Pk (х) |(/x<oc (k = 1, 2, 3............п). (2)
о о

Выражение 1у известным образом (подробно см. (г)) определяет 
замкнутый симметрический оператор Lo в пространстве =5f2(O, оо). 
Как известно, при любом недействительном К уравнение

1у — )у = 0 (3)
имеет решения из <5?2(0, оо), причем максимальное число т линейно 
независимых решений из Sf2 (0» °°) не зависит от К. Пара чисел 
(т, т) называется индексом дефекта оператора Lo.

В настоящей заметке мы устанавливаем ряд соотношений между 
решениями уравнения (3), позволяющих с новой точки зрения осветить 
понятие индекса дефекта.

Кроме того, мы показываем, что для некоторого класса коэффи­
циентов pk (х) задача об определении числа т сводится к определе­
нию числа корней полинома, лежащих в полуплоскости.

1. Если ввести последовательно составляемые квази-производные

y{n+h}=p^~^--^y{n+h-r} (^ = 1,2,3,...,«),

то тождество Лагранжа для дифференциального выражения (1) при­
нимает вид:

ь
\ {1ух —yTz) dx = [у/, z]b — [.у, z]a , 
а
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где

[У. z]x = 2 (Z-11 W г'2^1 (x)-y[2n-k] W г1*-1’ (л)). 
k=l

Обозначим через D множество функций у (х), к которым приме­
нимо квази-дифференциальное выражение (1) и для которых 1у сум­
мируемо вместе со своим квадратом в любом конечном интервале

Отнесем каждой функции у (х) € D вектор-функцию
(у; х) = (у (х), уШ (х),.... У«-У(х), J/'2"-» (х), У 2"~2J (х), ... , уН (5)

которую можно мыслить как однострочную матрицу. 
Введем матрицу 2п-го порядка

О Ип 
— ип О

где 1п — единичная матрица «-го порядка. В этих обозначениях то­
ждеству Лагранжа можно придать следующий вид:

ь ь
j lyzdx— \ylz dx = i (.yfa) (z; a) — у (y; b) Jy* (z; b)), (6)
a a

где (у; x) — матрица, сопряженная матрице ^(y; х).
Пусть Y (х) = (х), . .. , у2п (х)) — вектор-функция, координаты

которой yk (х) € D. Вектор-функции Y (х) отнесем матрицу-функцию 
V(И х), ^-я строка которой дает вектор-функцию ^(ук; х):

у (У;
Тождеству Лагранжа можно придать матричный вид: 

ь ь
|| J 1уркdx\\ - )| Jyjzk dx II = i [V(Y; a) JV*(Z-, a)-V{Y\ b^JV*{Z- &)], 

a a
(7)

где Y(x) = (y^ (x)......... y2n (x)); Z(x) = (zY (x), ... , z^ (x)).
Пусть ^j(x; X) (7=1, 2, ... , 2н) —решения однородного уравне­

ния (3), удовлетворяющие начальным условиям:
0) = /у (0, ... , 0, 1, 0, ... , 0) 

(/;— орт 2«-мерного пространства). 
Введем вектор-функцию

Ф(х; Х) = (?1(х; X), ?2(х; X), ... , ?2л(х; X)). (8)
Матрицу 
— І2П •

Из (7)

V(Ф; х) обозначим через Т(х; X). Очевидно, что Т(0; Y) =

следует тождество для матрицы Т(х; X): 
_ ь

j-T{b-, \)jT\b-, н) = Ц^ ?7- (М '-) (х; fi) dx .
О

(9)

2. Пусть g^x), g2(x), ..., gN (x)—линейно независимые функции 
в интервале [0; оо) с суммируемым квадратом модуля в каждом 
конечном интервале 0<х<& (0<& <С°°)-

Рассмотрим замкнутую линейную оболочку GN функций ^(х),... 
... , gN (х). Справедлива следующая
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Лемма 1. Максимальное число т линейно независимых функ­
ций, содержащихся в GN и принадлежащих (0; оо), равно рангу 
матрицы

[ Й —j
Г= lim (|| \gj (%) gk (x)dx И ) . (Ю)

\ 0 • Д=1 /

Из леммы 1 и соотношения (9) вытекает
Теорема 1. При любом X максимальное число т линейно не­

зависимых решений уравнения (3) из оо) равно рангу матрицы

Г(Х)=Иш (||$ ?/*; X)?Jx; X)rfJ ) . (11)

При невещественном X число т равно рангу матрицы

Г(Х) = 11т ^(J-T(b-, (12)
й->оо

Первая часть теоремы 1 является континуальным аналогом теоре­
мы 1 (4).

Легко устанавливается следующая алгебраическая лемма.
Лемма 2. Если матрица Т удовлетворяет условиям-.
I. TJT' =J (Г — матрица, транспонированная с матрицей Т);
II. J — TJT* > 0 « 0) (||ал k || > 0 означает, что форма 2 по­

ложительна),
то (J - TJT^ = TJT*)-i = [(J - TJT*)-1 Г > 0 « 0). (13)

Обозначим через ГЙ(Х) следующую матрицу: 
ь

r"W = ||J ?,(*; X)). (14)
о

Из леммы 2 и соотношения (9) следует тождество

ТГ1 G) — Г^1 (X) = 2=2 у (0<&<оо). (15)

Устремляя b к оо, получим соотношение для предельной матри­
цы Г (X):

Г(Х)—Г(Х) = 2=Лу. (16)

Из последнего соотношения следует, что матрица Г(Х) при 1тХ=^=0 
имеет ранг не менее п. Таким образом доказана

Теорема 2. Максимальное число т линейно независимых ре­
шений уравнения (3) при невещественном X удовлетворяет неравен­
ству п <С т <1 2«.

Теорема 2 впервые была установлена И. М. Глазманом (а), им 
также приведены примеры дифференциальных выражений (1), для 
которых число т принимает любое промежуточное значение. В рабо­
те М. А. Наймарка (3) устанавливается зависимость числа т от пове­
дения функций ph (%). В ряде теорем, установленных М. А. Наймар- 
ком, число т принимает значение п либо п + 1. Однако все еще 
оставался открытым вопрос, насколько широк класс операторов, по­
рождаемых дифференциальным выражением (1) и любым промежу­
точным индексом дефекта.

3. Пусть функции р^х}, р^х), ..., рп(х), кроме условий (2), 
удовлетворяют следующим условиям:

1. Р0(х)> ---> /?„ (х) — аналитические функции при |х[>
Хд 0;
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2- Р0М ^2"+'J^a0 + і “j, a0=^=Q, (v — целое число); 

Pn-k W = *2'i+'{a„_fe + 2 a^-^x-*4] (I x I > x0 > 0, k = 1, 2,.. . ,n). (2Z)

В этом случае при х>х0 уравнение (3) принимает вид:

ІУ ~ “ Д (“ 1}‘ = 0 <3'>

и является уравнением типа Фукса в окрестности точки х = оо
Поэтому, согласно теореме Фукса, все решения уравнения (3) 

имеют вид у(х) = х “ ^2 CkX~h^ (In x)s (s — целое неотрицательное 

число) либо являются комбинациями таких функций. Но функции 
такого вида принадлежат (х0, оо) тогда и только тогда, когда

Теорема 3. Если функции р^х), р^х)...рп(х) удовлетво­
ряют условиям (2) и (2'), то максимальное число т линейно неза­
висимых решений уравнения (3), принадлежащих ^(О; оо), равно:

1) при v>Q числу корней полинома
л k—1

,)= 2 (-1)‘а,-,П [^ + ^*-(^±1+^'
fe = l |Л—0 ' ■

лежащих в области Rez<0, и не зависит от X;
2) при v = 0 числу корней полинома (F2n (z; 0) — X), лежащих 

в области Rez <С 0, и при невещественном X равно п.
При этом в случае v>0 спектр оператора дискретный.
Замечание. Так как при произвольных вещественных постоян­

ных а0, аь . .. , ап полином Fzn (z; v) есть произвольный полином 
с вещественными коэффициентами степени п относительно то
число т корней полинома F2n (г; v), лежащих в левой полуплоскости, 
может быть за счет выбора постоянных а0, а1г ... , ап сделано лю­
бым числом, удовлетворяющим неравенству n^m-^ln.

Результаты, излагаемые в этой заметке, нами использованы для 
эффективного построения резольвент и спектральных матриц-функций 
всех самосопряженных расширений оператора Lo. Этому вопросу мы 
посвятим особую статью.

Поступило
23 V 1953 
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