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Пусть S—класс функций/(z) = z + c2z2+ ••• > регулярных и одно­
листных в круге | z | < 1. Если, кроме того, рассматриваются только 
ограниченные функции \f (z)\<^M, то функции такого вида образуют 
класс 5м, причем Sm с S и SOT = S.

Рассматриваются конечные суммы:
ап (г) = z + с2г2 + ... + cnzn (га = 2, 3,...).

Сеге показал ^), что для функций класса S an(z) однолистны в круге 
| г | <^х/4. Автор получил для функций класса Sm следующий результат: 

Теорема. Пусть f(z) = z + c2z2 + . . . — функция класса.
SM(M 3). Тогда конечные суммы on(z) — z + c2z2 + . . . + cnzn 
(га = 2, 3,...) однолистны в круге j z | > 4 (м—Д)= Гм‘

Константа гм (для данного класса Sm) не может быть увеличена.
При М<^3 вопрос остается открытым. При 714-»оо получается 

результат Сегё.
Доказательство. Последнее утверждение теоремы устанав­

ливается с помощью функции

(1 — z)VM + КМ(1 — z/— kz \ М1

для которой
°» 4рЙС=Д)) = °'

Для доказательства однолистности an (?) достаточно установить
СТП (Д) сп , л i i । — I r /1 \
------Z1—z2---- ¥=0, ^Кгд, ]2г\<Гм. (1)

При га = 2 и га = 3 (1) устанавливается по схеме Сегё С) с учетом 
того, что формулы Лёвнера (2) для функции класса Smимеют вид

шм 
с2= — 2 e~‘k (t) dt,

О

InAf InAf
c3 = 4 ( e~fk (t) dtj -2 e-2tk2 (t) dt. 

о 0
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При этом получены оценки:

^з<3-А + _7_ (Л1>2)
При п>4 вместо (1) достаточно установить неравенство

21 22 2
V=«+l

5 ~ г2
г1— (2)

|21|<Гм; Ы<ги (/г = 4, 5, ...).
С помощью неравенств (3)

Ж) — Ж)
21 —22

П ІЖ)|ГІЖЦГр

и (4)
|/(г)|>Ж (1 + | z j) Ум — (1 4- г )» — 4

(і + ^ОУМ + Ума + ^!^ - 4 И

можно получить неравенство

/ (гі) —/ ^гг) | > 256 (М — 1)г (15 М2— 32 М 4- 16) 
^~Z2 Г 15Л1 —4 4-Г25Л12 —56Л14-32 ’

причем правая часть возрастает с возрастанием Л7. Отсюда следует: 
/ 5632

I Ж) —Ж) । I 17661 ПРИ 3 < М <4;
I Zi —z/ 'I 1 (3)

(у при М > 4,

Обратимся теперь к оценке правой части (2). Простыми геометри 
ческими рассуждениями можно притти к неравенству

1 + 2v I ।2 < л/2, v»2
откуда

(-5,6-.).

Учитывая это, получаем:

1 4Мв — 5М5
16 К5 (3/И — 4)2 (М - 1)3 = ^(М

Х(М) принимает наименьшее значение при М = Л4П 4-<Л4п<'5. 
Оценивая Х(М) при М = 3 и М = 20, легко получить:

1701 „
V 2^-2^ 6400 приЗ<Л1<4;
2 с» г _ z < 1 (4)

V="+1 1 2 [у при 4< м <^20.
708



При 714^-20 можно ограничиться оценками для функций класса

kv | < 3/4 ev, v = 2, 3, ;

Ы<8.
Тогда имеем:

2
V = «+l

«1 — «2
Cv----- -

Zt — гз С 40гм + е 2 1 —
v=6

— 40 Гл +
3®глі ~ + 45r^

d-Tw)3
Г(Л4).

Y (714) убывает с возрастанием 7И. При 7И=2О гм=5/іэ й (^) ^Із- 
Значит,

^(ТИХ1^ при Л1>20.

Сравнивая (4) и (5) с (3), легко получим (2).
Поступило 
3 VII 1953
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