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МАТЕМАТИКА

ЛИ ЕН ПИР
О ТИПИЧНО ВЕЩЕСТВЕННЫХ ФУНКЦИЯХ В КРУГОВОМ КОЛЬЦЕ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 24 VII 1953)

Функцию / (г), регулярную в некоторой области В, содержащей 
отрезки вещественной оси, мы называем типично вещественной (Ц в 
области В, если она вещественна на этих отрезках, а в остальных 
точках области такова, что

1т(/(г))>0 при Im (г) > 0;
1т(/(г))<0 при Im(z)-<0. (1)

Обозначим через Tq класс функций

/ (z) = ... + а-^ + а-^~ + а0 + арг + а3г2 + •••,

регулярных в круговом кольце Rq, ?<|?| < 1, непрерывных вплоть 
до |г| = q и имеющих чисто вещественную величину на окружности 
| г1 = q, типично вещественных в Rq и подчиненных условию

«1 — a_i = 1. (2)
Чтобы получить параметрическое представление функции / (г) 6 Тч, 

нужно отметить следующую лемму 1, которую можно доказать так 
же, как лемму в работе (2).

Лемма 1. Если функция f(z) регулярна в кольце Rq, непрерывна 
в замкнутом кольце Rq и имеет на окружности | z | = q мнимую 
часть, равную постоянной С, то справедливо интегральное пред­
ставление

где

= $ Im м + D> = е‘а< (3)

\ Re(/(z'))d6, z' = ei№.

Кроме того имеем
1 2?

С = 2^ J 1т (/(И) z' = ein.
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Теорема 1. Для любой функции f(z) € Tq в кольце Rq справед­
ливо интегральное представление

1 ?
f (*) = S9 (z, cos 0) da (9) + a0> (4)

о
где положено

°° „2V
Sq(z, cos0)= V --------- q_2----------- z5\

^^l-ScosS^z + ^z2’

°- (0) — некоторая вещественная неубывающая ограниченная функция 
в промежутке [0, к], причем а (л) - а (0) = к. Обратно, всякая функ­
ция, представимая в кольце Rq формулой (4), принадлежит клас­
су Тд.

Д о к а з ате л ь с т в о. Пусть f(z)£Tg. Возьмем любое число qlt 
q <qi<H- Из леммы 1 имеем

= J Im Щ (z> z'~^ м + D> (6)
О

где z'= q^9, q<\z\<qlt q^ = Д-, D = ~ Re (f (z')) dQ. 
0

В силу принципа симметрии, легко получаем из (6)

/ (г) = 4“ JIm І - Kq^ (zz'-1)] dO + a0. 
0

Отсюда получаем

/(г) = 4 J Im (/(^) Im (г') \ cos 0) + во, (7) 
0

где SQ(Z, cos 9) определяется формулой (5).
Теперь вводим новую функцию:

“«1 (0) = $ Im (/ (z')) Im (z') dO, z' = q-pe™. 
0

Эта новая функция есть вещественная неубывающая в [0, it] в силу 
условия (1).

Так ках f (z') =f(z'), z' — q^e’9, то имеем

«?,(«) = -%- ( j Z(2') z' do — j f(z')z'dO Y 
' о 0 /

и отсюда получим
«?х (") = (?iOi —

Ясно, что семейство функций {а?1(9)} равномерно ограничено в проме­
жутке [0, тс] относительно qlt q <^1 1, и последовательность пол­
ных изменений этих функций также ограничена. Следовательно, по 
теореме Хелли можно выбрать такую последовательность {q,^, 
^<^„<.1, ^„-*1 при п-»оо, чтобы последовательность функций

“91 (б). а?2 (0). • • •, «?л (0), • • •
сходилась к некоторой вещественной неубывающей функции а (9) для 
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всех точек из за исключением не более счетного множе­
ства точек, т. е. в

а (0) = lim 
о

(8)

причем а (0) = 0, а (те) = (ах — а_х) те = те.
Заменяя в (7) на qn, удовлетворяющие формуле (8), интегри­

руя по частям и заставляя qn стремиться к 1, на основании теоремы 
Лебега о предельном переходе под знаком интеграла получаем

1 । 1 р й/ (z) = ~ а (*) Sq (z, cos 0) - $ а (6) Sq (z, cos 8) + a0.
0

Обратное интегрирование по частям даст искомую формулу (4). 
Обратное утверждение теоремы очевидно, поскольку функция 
Sq(z, cos 6) сама является типично вещественной в кольце Rf/.

Исходя из теоремы 1, легко получаем ряд теорем об оценках:
Теорема 2. Для функции f(z)Q Tq при заданном z£Rq спра­

ведлива точная оценка
|/(z)|<|S?(z, cos 8о) + а01, 

где 0о — некоторое значение из промежутка [0, те], а а0 — свобод­
ный член при разложении функции f(z) в ряд Лорана.

Теорема 3. Для функции f(z)€Tq при \z\ = r, q<Zr<^\, 
справедлива точная оценка
, ІЖКЗД 1) + |«о|,

где

Следствие. Для функции f(z)£Tq при заданном z£Rq имеет 
место точная оценка

\fW^)\<\S^{z, cos80) I, п=\, 2,...,
sde 60 — некоторое значение из [0, те]. Если f(z)^Tq и \z\ — г, 
q<Zr<^\, то имеет место

п=\, 2,...
Теорема 4. Для функции f(z)£Tq (f(z)^Q в при заданном 

z € Rq справедлива точная оценка

min arg {S? (z, cos 6) + a0] < arg/(z) < max arg {S„ lz, cos 6) + a0}- 
°<0<" o<e<n '

Чтобы получить более общую теорему, чем теорема 1, укажем 
следующую лемму, аналогичную лемме 1 в работе (3):

Лемма 2. Если функция / (г) регулярна в кольце Rq~, т < | z | < 7И, 
mf M = q, и непрерывна в Rq', т-С|2|<Л4, то справедливо

. 2я
f(z) = h J lm db +

О

+ г7 5 ^(f(Mel6))Kq(M^ze-id)d^—iC + D, 
и 

где
1 2"C=2F J 1т(Ж)Ж D = J Re(7(z'))d0, z'^q'e^, m<q'<M.

О 0
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Теорема 5. Для любой регулярной и типично вещественной 
функции

f(z) = .. . +^r4-^~ + a0 + a1z + a2za + . . .

имеем в кольце Rq
f {z) = =^-\^Sq(mz~1, cos 9) dam (0) + Sq{M^z, cos 6) daw (9) + a0, 

о 0

где am (9) и ам ф) — некоторые вещественные неубывающие и ограни­
ченные в промежутке [0, л] функции, причем

■к 7Г

dam (9) = л (та1 — т^а^, daM (9) = я (Жах — М^а^). 
о о

Обратное утверждение также справедливо.
Из этой теоремы легко можно получить ряд оценок для модуля 

функций, регулярных и типично вещественных в кольце R'.
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