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МАТЕМАТИКА

Л. Н. СЛОБОДЕЦКИЙ

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ТЕОРИИ ОДНОЛИСТНЫХ ФУНКЦИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 10 VII 1953)

Пусть (5) — конечносвязная область плоскости С с границей (С) 
и пусть (S) — класс функций В (С), однолистных и мероморфных в (В) 
и представимых в форме

F(Q = z + K(q, z = oo,
где z£(B), a KT) регулярна в (В).

В ряде работ Г. М. Голузин решал различными методами задачу 
об оценке в классе (S) функционала
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(1)

где 9 — вещественное число, щ — комплексные числа и С.— 
точки из (5).

Здесь рассматриваются те ветви логарифмической функции, кото­
рые обращаются в нуль при С; = оо.

В настоящей заметке мы сравнительно элементарным методом, 
применявшимся, впрочем, ранее, получаем часть результатов Г. М. Го- 
лузина и некоторые новые результаты, относящиеся к упомянутой 
выше задаче.

Как известно, квадратичная форма

= 2 іііхіхі 
«./=1 

представима в форме 
т п

yK=^^sxs (т^п\ (2)
Ь=1 s=l

Введем эрмитову форму

Н (х) = 2 \ 2 aksXs 2 = 2 ^ЧХ>ХЕ (3)
h = l s—1 I .>=1 / i,j=l

Пусть

Jo G, Z, rJ) = ~-z + ? G); Jo G'> z, о = о, с И Z € (B), 
однолистно отображает (В) на плоскость w разрезами по дугам лога­
рифмических спиралей С (^-'0 log w) = const (для образа каждой связ­
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ной части (С) постоянная может быть различной). Существование и 
единственность С) установлена Кёбе (J).

Положим

р^, 2, С) = Vj. (С, г, z, С); =

при этом корни определены так, что первые коэффициенты разложе­
ния р и q в окрестности С = z равны 1. Можно показать (2), что

logy's (О z, С) = log/? (С, z, С) + е2'9 log q (Z, z, 0).
Если (В) есть |Z|>1 и z = oo, то

p(Z, ооД') = С-С; оо,С)=(1

Теорема. Для любой F Q класса (S)
/ " FK;} — F(tA \ / " \R ^-2І9 2 V°g )>R ( 2 ^g^• (4)

Доказательство. Предположим сначала, что (С) состоит из 
аналитических кривых без кратных точек и что т = \. Тогда

G
« \2 ” _ _
^ЛІ; Н(х) = 2 ^s'XsXS'.

Положим

/(0=2as *°g (F V ~ F L = 2 10g-^
5=1 *=1 151

js=J^z'^ e. = o-?s; «p^argoy <»(0=/(0-W
Рассмотрим интеграл -г

(6)
(С) 

взятый по (С) в положительном направлении. Полагая — 
(vu = и + iv), получаем

/ = R '? (zo) d Ф (w)^; ф (w) = 2а^ 1оё 
(Г) S=1

' где (Г) — образ (С) при преобразовании w = E(0-
Применяя формулу Грина для (ДУ), дополнительной к образу (5), 

при преобразовании w—f^) и уравнение
_ • /Ф 

ди 1 dv ’

получаем

(D)
В силу (5)
I R d^>) + Ф dT + L йф} + R L dlV (8) 

(С) (С) 7 4 (С)
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Как и выше, получаем, учитывая направление обхода,
СМ-<9> 

(С) (В)

Так как /(e'0'logj\) = const на (С), то после несложных преобразо­
ваний получаем

(10)
у Д7С4 д j

(С)

Далее, применяя теорию вычетов,

р^-р^\

Js'^ /R Ф dL + L йф) = 2R 
(О

е-2ів 2 а4а5/ log 
s, s'~1

• (П)

Из (7), (8), (9), (10) и (И) получаем

v s, s'—l 7

Предельным переходом получаем для любой конечносвязной 
области (В)

(п
е~2^ у ал, log

S, s'=l
J s' (^s> г> ^s') /

>0,

что равносильно (4) при m — 1. При этом знак равенства, в силу (7) 
и (9), может быть поставлен только тогда, когда /ДС) удовлетворяет 
функциональному уравнению

2 a, log (F(Q - F&» = % Ъ logy. 
s=l «=1

и отображает (В) на w с разрезами по кривым

/ (е~ів 2 «Jog(w—Д(УЙ = const (3).
V 5=1 '

(12)

Для т > 1 неравенство (4) получается сложением таковых для 
каждого из полных квадратов Так как знак равенства может 
иметь место, если F^} удовлетворяет функциональным уравнениям 
типа (12), то при т>1 оценка (4) не является, вообще говоря, точ­
ной. Укажем некоторые следствия доказанной теоремы.

Из (4) следует для JC|>1 и z = oo, что

Ё vog^Z,^)» 2 (13)
\ ;,7=1 ‘ 1 7 і./=1 1 J

Полагая 29 = к + arg f 2 log ’ ПОЛУЧИМ из (13)
ч. J=1
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Если К(х) — неотрицательная квадратичная форма при веществен­
ных %!, х2.......... .... с вещественными коэффициентами, то имеет 
место оценка (4)

^t)-^) (15)

При К(х) = Х1х2, Н (х) = у(|%1|2 + |л-2|2). Поэтому

06)

Оценка (16) точна при = С2, так как для F(Q = С + 1 / С класса (S) 
в | С | > 1 имеет место знак равенства.
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