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МАТЕМАТИКА

И. Е. ОГИЕВЕЦКИЙ

О СРАВНИМОСТИ МЕТОДОВ СУММИРОВАНИЯ АБЕЛЯ И (С, а, ₽)
(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 8 VII 19.53)

Известно (\ 2), что методы Чезаро и Абеля, как и многие другие 
методы суммирования ’двойных рядов, не сравнимы, т. е. имеются 
ряды, суммируемые методом Абеля, не суммируемые методом Чезаро, 
и наоборот. Ввиду этого представляет интерес установление допол­
нительных условий, при которых эти методы сравнимы.

К этим теоремам относится предложение (3), что из суммируемости 
двойных рядов с ограниченными частными суммами методом Абеля 
вытекает суммируемость этих рядов методом арифметических сред­
них, т. е. что в этом случае метод Чезаро включает метод Абеля.

В настоящей заметке доказывается, что, если рассматривать огра­
ниченное чезарово суммирование, то метод арифметических средних 
(С, а, р), где а_>0, р>0, включает метод Абеля также в одном 
случае неограниченных чезаровых сумм.

Доказывается также, что теорема (4) о суммируемости методом 
(С, я фХ) для любого Х>0 рядов, суммируемых методом Абеля и 
О! раниченных (С, я) для некоторого я>— 1, переносится для случая

1 на двойные ряды, ограниченно суммируемые методом Абеля и 
ограниченные (С, я, р). Обозначения и термины, которыми мы поль­
зуемся, аналогичны соответствующим обозначениям и терминам в тео­
рии простых рядов (6).

ОО

Числовой ряд 2 суммируем методом (С, я, р), где я> — К 
(И, V)=O

Р> —1, к числу S, если

lim = S, (т, п)->со
где

», з _ ат, п ■— (1>

причем Sm^ny Ат и определяются из соотношений:
со ео

2 А^хт = (1 - 2 = (1 -J/)-0-1, (2)
л=о
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Двойной ряд ограниченно суммируем (С, а, Р) к числу S, если 
lim = S при условии, что т и п, стремясь к оо, удовлетво- (т, п)->(х> 

ряют неравенству (при любом X, удовлетворяющем 0<А<Д)
>п < т < Х-1п. (4)

Ограниченную суммируемость (С, а, р) двойного ряда к числу S 
записываем

Hm = S. (т, л)0—>оо

Двойной ряд ограничен (С, а, Р), если | а“’Д |<7Идля (т,п)=0,1,2, ...
Двойной ряд ограниченно суммируем методом Абеля к числу S, 

ОО

если 2 Um,nx,myn сходится для 0<л<1, 0<j/< 1 и 
(т, л)=о 

СО ОО
I I Um, п Хт уп —» S, 

т =0 п=ч
если х и у, стремясь к 1, удовлетворяют неравенству

W-JOCI- (5)
при любом X, удовлетворяющем 0<X<L

Ограниченную суммируемость методом Абеля записываем

lim У У Um,nxmyn = S.
(•*. У)о-*1-О „т=0 п=о

Лемма 1. Пусть а> — 1, р>—1,

~,если е^и, ^<1, (6)

О для всех других и, v.
Тогда можно построить два многочлена p(u,v) и Р(и, v), удовле­

творяющие неравенствам
р {и, (и, v)^P (и, v), (7)

1 1
[Р(и, ^—Рг/)](log(1оё4"/dl1 dv<s- (8) 

О о
Лемма эта доказывается так же, как предложение (3), что суще­

ствуют р(и, v) нР(и,и\ удовлетворяющие (7) и соотношению
1 г

— р (и, г»)] da dv < е.
О о

Лемма 2. Пусть а>• — 1, Р>1 а

lim (1-х)а+1(1-^+1 J 2 (9)
У)о~>1 |х—N+l v=JV+l

тогда
m n

S 2 
lim »■««• w----- = s (io)

(zn, л)о—>OO Am An t

дели
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При помощи лемм 1 и 2 можно доказать следующее предложение. ОО
Теорема 1. Пусть для ряда 2 выполняются условия: 

(И. v)^0
= О (пhl) при любом фиксированном т, (11)

Фт^п = О(тл+1) при любом фиксированном п, (12)

| °m,3n | < Л1 для (т, я)>М>0, (13)

где а> — 1, р> — 1.

Пусть, далее, 2 ограниченно суммируем методом Абеля 
(И. V) =0

к числу S. Тогда ряд ограниченно суммируем {С, а+1, P+D 
к этому же числу.

Следствие. Пусть частные суммы двойного ряда Smn удовле­
творяют условиям:

| Smn | < М для (т, п)>
Smn = О (и) при любом фиксированном т, 
Smn = О(т) при любом фиксированном п.

Пусть, далее, последовательность Smn ограниченно суммируема 
методом Абеля к числу S. Тогда Smn также ограниченно суммируем 
методом арифметических средних к этому же числу, т. е.

lim = S.
(т, л)„->оо

Последнее предложение является обобщением теоремы Кноппа о сум­
мируемости методом Чезаро ограниченных двойных последователь­
ностей, суммируемых методом Абеля (3).

Справедливо более общее предложение, доказываемое таким же 
образом, как теорема 1. ОО

Теорема 2. Пусть для ряда 2 некоторых 7>0 и
(ИЛ)=0

о>0, удовлетворяющих неравенству 7о<Да+ 1)(Р + 1), где а>— 1, 
и р>—1, выполняются условия:

°m^i = O^n) при любом фиксированном т,
Фт^п — О^тТ) при любом фиксированном п, 

для (т, n)>N>-0.

Пусть, далее, 2 ограниченно суммируем методом Абеля 
(|Л, v)=0

к числу S. Тогда ряд ограниченно суммируем (С, а + 1, р + 1) 
к этому же числу, если т и п, стремясь к со, удовлетворяют 
неравенству

а+1
).ns 1 “+1 < т <С +1 п Y ,

а х и у, стремясь к 1, удовлетворяют неравенству

Х(1 — у) г ^-xC^^l—j)8/e+1
при любом I, где 0<).<!.
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Из леммы 2 вытекает следующая
Теорема 3. Пусть двойной ряд ограниченно суммируем мето­

дом Абеля и | | < М для (т, п) = 0, 1, 2........ где а > — 1, ₽ > — 1;
тогда ряд этот ограниченно суммируем методом (С, а + Л, р + k) 
для любых h > 1 и k > 1.

В самом деле, из ограниченности ряда (С, а, р) следует, что он 
ограничен (С, а + Х1( £ + Х2), где Хх и Х2 — положительные числа; тогда, 
полагая в лемме 2 —О, находим, что ряд суммируем также
(С, а + Хх + 1, Р + Х2 + 1).
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