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МАТЕМАТИКА

Г. И. НАТАНСОН

О СУММИРОВАНИИ РЯДОВ ПО МНОГОЧЛЕНАМ ЯКОБИ СПОСОБОМ, 
АНАЛОГИЧНЫМ СПОСОБУ БЕРНШТЕЙНА - РОГОЗИНСКОГО

(Представлено академиком В. И. Смирновым 4 VII 1953)

В теории тригонометрических рядов Фурье хорошо известен метод 
суммирования Бернштейна — Рогозинского, состоящий в том, что вме­
сто lim S„ (л), где Sn (х)— частные суммы ряда Фурье, рассматри­
вается предел выражения

-у- [s„ ^х — qи) + S„ (х + 2л + .

С. Н. Бернштейном (т) и В. Рогозинским (2) было установлено, что 
этот метод суммирует ряд Фурье любой непрерывной функции к этой 
функции. В дальнейшем этот метод изучался и другими авторами. 
Так например, И. П. Натансон (3) показал, что метод Бернштейна — 
Рогозинского суммирует ряд Фурье функции /(х)€А в каждой ее 
точке Лебега, а Ф. И. Харшиладзе (4) обнаружил, что метод Берн­
штейна— Рогозинского есть метод множителей с матрицей

г Ьт. ■> М = 0, 1, 2, .. > ,П \
{cos2n + i} \га = 0,1,2,... /'

В настоящей заметке мы формулируем аналогичные результаты 
для рядов Фурье по многочленам Якоби.

Теорема 1. Пусть/ (x)EL|w([—1, +1]), где*  p(t) = (1 — /)“(1+^)3 
— вес Якоби. Пусть далее Sn (х) = Sn [/; х]—п-я частная сумма 
ряда Фурье по многочленам Якоби J/1’р) (х) функции f (х). 
Положим

* Как обычно, — 1, — 1. Под К/- 3) (х) подразумеваются нормирован­
ные многочлены Якоби.

Xj = х cos ая — 1 — х2 sin ал, х2 = х cos ал + ]/1 — х2 sin ал, 

где ап = — п , и составим многочленАП + а + р 4- 1

Вп (х) = Вп [/; х] = .
Тогда

lim Вп[ф, х] =/(х)

во всех точках Лебега функции f (х), принадлежащих открытому 
промежутку (— 1, + 1).
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Теорема 2. Если f (х) непрерывна на [— 1, 4- 1], то на любом 
отрезке [—1 + А, 1 — А], где 0<А<1, многочлен В„ [/; х] равно­
мерно стремится к /(х).

Более того, если через ® (5) обозначить модуль непрерывности 
f (х) на [-1,4-1], то для каждого х€[— 1 4-А, 1—А] имеет 
место оценка

\f^-Bn[f-x]\<Mu^,

где М — некоторая величина, зависящая только от А, а и р.
Теорема 3. Если f (х) € Ер ([— 1, 4-1]), то суммирование ее 

ряда Фурье —Якоба в точке xt(—1, 4-1) способом, введенным 
в теореме 1, равносильно применению к тому же ряду метода 
множителей с матрицей

г 26 + ос ф 3 + 1 тс I / А = 0, 1, 2, ...,п\(cos 2л + а + 3 + 1 } ^ = 0, 1, 2, 3,... /*

Более того, если коэффициенты Фурье — Якоби функции f (х) 
суть ап и 

п
В*п (х) = 2 ₽) (X) COS 2* 4А...+L+1 ап,

k—0

то для любого х из (— 1, 4-1) будет

lim [В„(х)-В;(х)] = 0.п—>0О
Теорема 4. Метод множителей с матрицей

2k + а + р + 1 тс у /А = 0, 1, 2,. .,,п\
2 2л + а + р + 1 / \п = о, 1, 2, .. . / (*)

не слабее метода {С, 1).
Замечание. Нельзя доказать, что метод множителей (*) силь­

нее, чем метод (С, 1), ибо при некоторых частных значениях а и В 
метод множителей (*) равносилен методу (С, 1). Например, это будет 
так при а = р = — ~ (см. (5)).

В заключение отметим следующие факты:
а) Если в определении способа суммирования, данном в теореме 1, 

заменить xi(i=\, 2) на х, = Xi 4- О то заключения теорем 1
и 2 останутся в силе.

б) Если же заменить х, (i = 1, 2) нах, = Xt 4- О (-г~т=\ то оста- \п /
нется в силе, кроме того, и заключение теоремы 3.
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