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МАТЕМАТИКА

В. С. ВИДЕНСКИЙ

О ВЗВЕШЕННОМ ПРИБЛИЖЕНИИ НА ВЕЩЕСТВЕННОЙ ОСИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 26 VI 1953)

Пусть [kn] (#о = О) — бесконечная возрастающая последовательность 
целых чисел. Будем говорить, что функция Ф(х)>0 (—оо<х<оо) 
является весовой относительно последовательности {хй"} (Ф (х)€ W{#„}), 
если для всякой непрерывной на (—оо, оо) функции f (х), удовле- 

  творяющей условию

и любого

lim = О, 

s>0 можно построить такой многочлен вида 
Р (х) = с0 + с±х 1 + ... + cnxk",

(1)

(2)
что

I/W — Р W | <еФ (х) (—оо<х<оо). (3)
Пусть {к„}—последовательность целых чисел, дополняющая [kn] 

до натурального ряда. С. Мандельбройт (^, введя обозначения
W) = 21 (*>0), D(X)=^L, D‘ (k) = sup D (x), 

X„<X Л л>Х
___ __ . X

D' = hm D (k) = Um D’ (k), D (k) = A [D (x) dx, 
A—A-»oo J

0

^’(k) = sup D (x), D' = Tim = lim D'(k), 
X—>co A->oo

показал, что если Ф (х) (Ф (%) С К) четная нормально возрастающая 
функция i t. е. такая, что х | оо при х—> ооТ и удовлетворяет 
условию

Ф^'^х) = О (ф (х)1^), (4)
— . 1 ( 1 ч

если и <_ 2 ^соответственно, D и если существует такая посто­
янная 0, что расходится один из двух интегралов

о оо _ Р ______du______

Jp(o)e 1-го-Iy^W) rfa = oo (5)

a -
00 — Г du

(6)

где p = log Ф (ea), то Ф (x) € W{kn}.
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Здесь будет показано с помощью метода, не связанного с рассуж­
дениями, которые были использованы для доказательства этого пред­
ложения, что ограничение (4) может быть отброшено и, следователь­
но, справедлива более общая

Теорема 1. Если последовательность {Х„} такова, что 

[или Е>‘<?12) и если четная функция Ф(x)б^ удовлетворяет (5) 
(или (6)), то Ф (х)б W{kn}.

Заметим, что из условий F(x}£ W(kr} и /7(х)-^Ф(х) (—оо<х<оо) 
вытекает, что для любого s>0 можно построить такой многочлен 
Р(х} вида (2), что

II * I — Р W I < W < вф (х),

откуда следует, благодаря известному рассуждению С. Н. Бернштей­
на ((2), стр. 145), что Ф (х) 6 Мы построим для всякой четной 
функции Ф(х)€Л^ удовлетворяющей условию (5) (или (6)), такую 
четную функцию F(x}£N, которая удовлетворяет условиям (4) и (5) 
(или (6)), причем F (х)^Ф (х) (—оо<х<оо).

Теорема 2. Если четная функция Ф(х)€М то можно постро­
ить такую целую четную функцию *

F (х) — У а2пх^п (а^ ~у> 0, а2п 0), 
п=0

(7)

для которой при достаточно больших х (1х|>х0) выполняются 
неравенства

х* — ^
F (хД < Ф (х) < F (х) (Ло < ^ < х). (8)

Для всякой функции Ф (х) 6 можно построить, как доказал 
С. Мандельбройт ((4), стр. 46), такую возрастающую последователь-

П
ность положительных чисел {тп} (/mZ-> со), что функция

Т(х) = тах— (0<х<оо) (9)
л>0 тп 

подчинена неравенствам
log Т(х)<logФ(х)<log Т(х) + logх (х>1). (Ю)

Полагая
4 00 к2л+2

F(x) = ~ +Y----- , (11)"'о "чп V ’п=1 
принимая во внимание (9) и монотонность последовательности {щп}, 
замечаем, что при х>х0>-1

х7(х)<Д(х) (12)
И при Х>Х1>Х0

* F (х) g М что вытекает из теоремы Адамара о трех окружностях, а также лег 
ко проверяется непосредственно (2).
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В частности, при х1 = х/2 имеем

^^(y)<®(x)<F(x). (8ы»)

Следствие 1. Интегралы
а 

со _ Р dll

(14)
а 

°° _ (• du

e~™ de (CXI). (15)

где Pi (з) = log F (е”) сходятся и расходятся одновременно с инте­
гралами (а) и (6), соответственно.

Если функция (11) окажется конечного порядка р, то теорема 1 
доказана, так как О log F (х) = О (хр), а при х>1

logF(x) = f ^dt>(pc—\)^x~^ (
J Г VI J V) ' ' С (х—1) J t (х— 1)
0 *-1 х-1

(х->оо), (16)
откуда непосредственно вытекает (4).

Теорема 3. Если целая функция F(x) вида (7) бесконечного 
порядка, то можно построить такую целую функцию любого конеч­
ного порядка р > ------- - \или, соответственно, р ">-—

1 —2D' \ г 1 — 2D /

F* (х) = а2п^" (а* > 0, а2п > 0),
п=0 

что 
2п

<п<а2п и Нт 1/^ = 0, 
л—>оо ' а2л 

причем* расходится интеграл
оо f da
^We d^ (р'<^

или, соответственно, 
а .

ео _ f da
С J 1—2Й' \ХР* («)]

где р*(^ = logF*(e°).
Так как F(x) бесконечного порядка, то

10^Г"
ІІШгТЛ^-0

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)

и, следовательно, для некоторой подпоследовательности {ns} 
1

108 <
,1^2Х«^ = 0-

Предел берется по тем п, для которых а2п > 0.
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Выбрав р>-—-=> положим

* _ ains

Тогда функция

= 3 a^ns
будет порядка р. Интеграл (19) расходится, так как в противном слу­
чае мы имели бы, принимая во внимание, что D' (и) | D', для любого
фиксированного е>0 и а

2а, 
С 

е> \

• а0 = о0 (е)
du

1—2D’ [yp*(u)J 201 
\

2«

1—2D’

2а, 
1-2D' (23)

2 что противоречит предположению р>-—•
Теорема 1, таким образом, доказана. Из нее непосредственно сле­

дует (при D' = 0), что если Ф (х) € N и расходится интеграл

log Ф (е°) е~° do = dx = оо, (24)
1 е

то Ф(х)€ W{«}, где {п}— весь натуральный ряд. Однако из теоремы 2 
(доказательство которой принципиально проще, чем доказательство 
теоремы 1), комбинированной с теоремой С. Н. Бернштейна ((2), стр. 147; 
164), утверждающей, что целая функция вида (7) F(x)£ U7 {«} тогда 
и только тогда, когда F(x) не ниже первого рода, т. е. тогда и только 
тогда, когда расходится интеграл (3)

= (25)

вытекает более полный результат, установленный в 1951 г. С. Н. Берн­
штейном (3, s) и независимо от него другим методом Л. Карлесо­
ном (®).

Следствие 2. Если Ф(х)€N, то расходимость интеграла (24) 
является необходимым и достаточным условием для того, чтобы 
Ф(х)€ W{n}.

Отметим, что рассуждение, с помощью которого была доказана 
теорема 3, позволяет также доказать одно предложение Т. Карлема- 
на ((’), стр. НО) в несколько уточненной форме.

Следствие 3. Пусть F (х)— целая функция вида (7) порядка 
р(1<р<°о), для которой расходится интеграл (25); тогда можно 
построить такую целую функцию вида (17) F* (х) произвольного 
конечного порядка р'(1 ^р'р), для которой расходится интеграл 
(25) и коэффициенты которой удовлетворяют условиям (18).

Поступило
16 VI 1953 
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