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МАТЕМАТИКА

М. М. ВАЙНБЕРГ

О СТРУКТУРЕ ОДНОГО ОПЕРАТОРА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 13 VII 1953)1. При изучении нелинейных интегральных уравнений типа Гам- мерштейна важную роль играют операторы, порождаемые функциями многих переменных. Пусть ф(и, х)— действительная функция, опре­деленная для всех действительных « и всех х£В, где В— измери­мое множество евклидова пространства s измерений. Такая функция /(«, %) порождает оператор h, заданный на некоторой совокупности вещественных функций неравенством hu = / (« (х), х) (х£В). Дан­ный оператор был рассмотрен в работах В. В. Немыцкого (х), авто­ра (2-5) и М. А. Красносельского (6,7).В настоящей работе путем выяснения вопроса о том, как свойства оператора h зависят от структурных свойств функции /(и, х), мы для широкого класса функциональных пространств завершаем исследова­ние о непрерывности оператора h и показываем, что найденный нами в работах (2, 3) удобный для приложений достаточный признак непре­рывности является и необходимым.2. Пусть действительная функция и2,... , ип,х) определена для И; € (—оо, + оо) и х^В. Для краткости формулировок введем определения.Определение 1. Мы скажем, что/(йц^,. .., zr„, х) есть (/-^-функ­ция, если почти при каждом фиксированном х^В она непрерывна в каждой точке («х, и2.......... ^п) по совокупности (их, и2,. .., а при фиксированных (их, д2,..., йл) она измерима на множестве В по х.Определение 2. Мы скажем, что функция /(«х, и2,..., йп, х) обладает усиленным (С)-свойством, если, каково бы ни было s>0, найдется замкнутое множество F а В, мера которого больше (mes В — г), такое, что на топологическом произведении множества F и /г-мерного евклидова пространства переменных («р и2......... и„) функция/(юх, «2,. . . 

..., ип,х) непрерывна по совокупности всех аргументов.При исследовании вопроса об измеримости некоторых функций мы пользуемся следующей леммой. •Лемма. Для того чтобы функция f (и1г и2, ..., ип, х) была 
(Н)-функцией, необходимо и достаточно, чтобы она обладала 
усиленным (С)-свойством.Из данной леммы, в частности, вытекает, что если f(ult и2, ..., ип, х} есть (Я)-функция, то / (г»х (х), о2(х),..., On (х), х) измерима на множе­стве В для измеримых на В функций ^(х), (х), .. . .^„(х) и что
аДх) = тах/(их, и2,..., и„, х), где А есть n-мерный куб |«і|< а, △есть измеримая на В функция.3. Пусть Lp, где р>0, есть класс функций, заданных на мно­жестве В и суммируемых со степенью р. Пусть /(и, х)—(Я)-функция.213



Определение 3. Говорят, что оператор hu= f (и (х), х) действует из Lp в Lp' (р > 0, рг > 0), если /ш €/Л для всякой функции и (х) € Lp ■Теорема. Для того чтобы оператор ha = f {и (х), х) действо­
вал из If в If' (р > 0, руД 0), необходимо и достаточно, чтобы 

\f(u, x)|<a(x) + d|u|r, (1)
где a(x)^LP1, Ь>0,г=р/ру.В доказательстве нуждается лишь необходимость условия.Сначала разберем случай, когда г = 0, т. е. когда оператор h действует из If в пространство ограниченных измеримых функций, а значит, а (х) С почти для всех х t В. Положима„ (х) = шах |/ («, х) | |«|<ли рассмотрим семейство функций и = фя (х), удовлетворяющих дан­ному неравенству, среди которых имеются измеримые. Согласно условию vrai sup а„ (х) = &«< оо, причем by С Ь2 < Ь3 .. Допуская, что последовательность {Ь,,} неограничена, положим

Еп = Е (\f (и, х) | > Ьп), где Еп есть множество тех х € В, для которых \f(u, х) | > Ь„ хотя бы для некоторых и. Для множеств Еп имеем: Еу zd Е2 zd Е3 zd . . Поло­жим До = П Еп. Можно показать, что тезДо = 0. Отсюда и из допу- »=1 .щения следует, что если положим ая — Еп \ ,то среди множества,, найдется подпоследовательность таких, что mesaZi/1>0. На каж­дом множестве аЯА будет
bnh<|/(«, х)К*«м-гОбозначим через семейство измеримых функции и — (х),удовлетворяющих на onh последним неравенствам, и выберем изкаждого семейства V„h такую функцию ®Я/г (х), чтобы
СО2S \fdx<oo, 
h=l e„kгде e„h с а„;г выбраны для этой цели подходящим образом (mese^ >0Л Полагая тогда

Ф W = {о, х€В-\ и enk,
k=lмы придем к притиворечию, ибо ф (%) С Lp, но функция / (Н*М) неограничена на U еПк- Полученное противоречие доказывает, что 

h < с = const Значит, теорема доказана в предположении, что г = 0."'пусть теперь г>0- Рассмотрим расходящуюся возрастающую, последовательность положительных чисел {&„}, удовлетворяющую условию 2 = + оо. Положим а„ (х) = ^\f(u, х) |, аг (х) = «х (%),
fi = ^(|/(u, x)|>a!(x) + ^i«|r)>

а (х}-^Х},Х\В^Е1’ Е2 = ЕШ^,х}\>а^Ь2\и\г)2 W - U2 (X), X € Еу,214



а„ (х) =и продолжим данный процесс, полагая
ап-і(х), х€В\Еп_ь
ап(х), х^Еп-и Еп = Е(\f (и, х)\>ап(х) + Ъп\и\г),Согласно условию ап (х) € LPl, а 3Ha4HTj an(x)(:LP1. По построению

Е± о Е2 zd Е3 ).. . Положим Ео = q £п и покажем, что тезДо = О.
П=1Действительно, если допустить, что mes До = у Д> О, то можно подо­брать последовательность е„ с До (ez n = 0, mese„=0) и такие измеримые функции ^п(х), удовлетворяющие на е„ условиюI / (?« х) I > ап (х) + bn I Чп (х) I s что 2 J \<?n(x)\pdx< +оо, \<fn(x)\Pdx= + ОО. (2)/1=1 еп n—i епПолагая тогда

{?«(х), х£еп,о, хев\ и е„ (3>л=1мы получим ф (х) б Lp,f($ (х), х) £LP1. Полученное противоречие по­казывает, что mes Ео = 0.Положим oh = Ek\Ek+i- На oh выполняется неравенство
ak (х) + bk\u\r<\f(u, х) К ай+1 (х) + 6й+11« Г- (4>Обозначим через Vk семейство измеримых функций и = ок(х\ удов­летворяющих на Д*(тезДь>0) последним неравенствам, а через Vk такие семейства, которые содержат неограниченные фДх). Оказы­вается, что семейства Vk образуют конечное множество. Действитель­но, при допущении противного можно будет подобрать такие функ­ции ®й„(х)€ Vk„ и такие подмножества екп^окп, что будут выполнены соотношения (2), если в них положить п = kn- Определив тогда функцию б (х) при ПОМОЩИ равенства (3), в котором п будет заменено на kn, мы,‘согласно неравенству (4), придем к противоречию с условием теоремы, ибо ф(х)€ Lp, аУ(ф(х), х) € LP1. Раз семейства Vk образуют конечное множество, то, обозначив через п0 — 1 наибольший из нумеров таких семейств, согласно (4), получим, что для х£В\Е„а|/(«, х) К«Ло(х) + Ьп,\а\г, (5)где = 3 ok- Так как при k^nQ каждое семейство Vk не содер­жит неограниченных функций, то почти всюду на равенствоФй(х)= sup |/(?й(х), х)|

VkdVhосуществляется при (х) = 0)/< r^e I “fc (х) | Положим[о>й (х), х € Oh, k п0, _ (фй(х), х б ok, По,0, хбД\^о/ ‘ W“l0, х6Д\ДПо, 215



■Функция р (х) мажорирует |/(<s* (х), л); на Еп,. Покажем, что В (л) € Lp‘. Действительно, если
со ООj (р WK1 dx = 2 5 (ф* M)P1 rfx = + оо, 2 § і м*) <+<*>,

Eha k=n„ ok k=n„ ahто w(x)€Ap, a f(^(x), x)£LPl, что противоречит условию. Если 
со со2 S ЫхЖ^^ + ^, 2 5 i®feWlp^= + oo, й = л0 ok k=n„ Okто подмножества ek с: ал можно подобрать так, чтобы 

со со2 \uk(x)\pdx< + ос, 2 5 I Mk (х) Iр dx = + оо.
Л=л» ' й=л„Полагая тогда (°>л (х), x€ek, А>«о, “о W = І 00' О, х € В \ U е^<

Л =Ломы придем к противоречию, ибо w^x) € Lp, /(“0 (х), х) € LPl.Раз мажоранта 3 (%) € Ьр\ то, полагая, ч \ап,(х),х£В\Еп,, ~ (р (х), х£Еп„мы отсюда и из неравенства (5) найдем, что|/(«, х)|<а(х) + Ь„,\и\г
для всех и€(—оо, + оо) и почти для всех х£В. Теорема доказана.4. Из доказанной теоремы и теоремы 2 работы (3) вытекаетСледствие 1. Если оператор h действует из Lp в Lp', то он непрерывен (ср. (7)).Далее, из доказанной теоремы следует предложениеСледствие 2. Если оператор h действует из Lp в Lp' (р>0, 1), то || ha\\<^с + b || и ||г, где r=plplt с = const, b = const, || ha || = = (S|/(«W.x)|Mx)v^,||k|| =[{\a(x)\Pdxyip.

в вОтметим еще, что конструкция, которая была использована при доказательстве теоремы, применима к доказательству аналогичных предложений, когда оператор h действует из Аф в Аф, (Ф — моно­тонно возрастающая функция, Ф (0) = 0, lim Ф (7) = + оо, Аф — класс >+еофункций, для которых Ф (| а (х) |) суммируемы (см. (8), стр. 70) на В).5. Доказанная теорема и следствия 1 и 2 сохраняются для опера­тора hit = (h^u, h2u, ..., hnu\ где hta= fi^^x),'u2{x), ..., an(x), x). При этом неравенство (1) заменяется неравенством
п

\f(alt и2,. .., ип, х) | < аг (х) + й 2 I IЧ
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