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МАТЕМАТИКА
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ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПО ЕГО 
СПЕЦИАЛЬНОЙ МАТРИЦЕ-ФУНКЦИИ

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 15 VII 1953)

1. Рассмотрим дифференциальное уравнение, заданное на всей оси: 
у" + {х—q^)}y = о. (1)

Функция q (х) предполагается непрерывной на любом конечном интер­
вале. Пусть ©Х(х, X) и ©2(х, X)— решение уравнения (1), удовлетворяю­
щее условию

?х(0, Х)=1, ?;(0,Х) = 0; ©2(0, X) = 0, ?;(0, Х) = 1. (2)
Известно (х), что существует такая монотонная, симметрическая матрица- 
функция второго порядка ТД) = {/;ft(X)}2 ft=i, чтодля любой функции/(х) 
с интегрируемым квадратом имеет место равенство

оо 2 оо

J р (х) W Wdt* (3)
—оо j, /г=1 — оо

где вектор-функция F (X) = {Л (X), Д2(Х)} есть преобразование Фурье 

функции/(х), т. e.Fh(l) = J /(х) ©й(х, X)dx (6=1, 2).
—со

Будем называть Т(к) спектральной матрицей уравнения (1). В даль­
нейшем равенство (3) будем записывать так:

] f^x)dx = J F^F^dT^. 
— ОО —оо

Эта заметка посвящена решению следующей задачи. Пусть задана 
спектральная матрица Г(Х). Требуется определить, существует ли 
уравнение вида (1), имеющее данную спектральную матрицу Г(Х). 
В работе используется методика, разработанная И. М. Гельфандом и 
Б. М. Левитаном для решения подобной задачи на интервале (0, оо).

2. Докажем, что для непрерывно дифференцируемой функции q (х) 
существует такая непрерывная функция К(х, t) (И<|х|), что

© (х, X) = С (х, X) + К (х, t) С (t, X) dt. (4)
—X

Формулу (4) можно получить из аналогичных формул работы (2). В ука­
занной работе даны следующие формулы преобразования:

©1 (х, X) = cos ]/Хх + А (х, t) cos У И dt,
V-- °" Г- (5>

?2У, X) = + (X, t) dt.
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Доопределим функции А (х,— t) = А (х, t); В (х,— t) = — В (х, t). 
Найдем такое К(х, t), чтобы

А (х, t) = К (х, t) + К (х, —f).
2 ’

B(x,t) = K{x^-K{x~i}

Подставив в (5) выражения для А (х, t) и В (х, t), получим форму 
лу (4). Легко доказать:

-q^K^x, t) = 0, К(х,-х) = 0, К{х, x) = ^\q (s) ds.
О

Аналогично доказывается существование функции КДу f) такой, что

C(x,k) = ?(x,k)-
—X

И
^^-d̂ ^ + q^Ki{x, /) = 0,

sign % d2F (х, у) 
дхду

= —Ki (х, у) + Ki (х, s) ~^у- ds,
-у

(I)

а функция К(х, f)— интегральному уравнению

d^^ + slgnx-K(x,y)+ \К(х, s)d^^ (П)
-у

3. Пусть задана монотонная симметричная матрица-функция 7(к) и 
требуется определить, существует ли уравнение (1) с заданным Г(к), 
а также найти это уравнение. Предположим, что матрица 7(к) удов­
летворяет следующим условиям:

а) для всякого х и у существует интеграл

у) =
х i (у. 1j С (s, к) ds IК С (s, к) ds da (к);
0 '0

б) функция F{х, у) имеет непрерывную четвертую производную 
d F (х, j) / дх2 ду2.l

1 р
Кг (хх) = 0, Ki(х, x) = Y\q(s)^s.

Пусть уравнение (1) задано и 7"(к)— отвечающая ему спектральная 
матрица. Положим а (к) = 7(к)— ПРИ ^^-0 и а(к) = 7(к) для к<0.

Весьма просто доказывается существование и непрерывность функ- 
ОО X У

ций F (х, у) = К С (s, к) К С (s, k) ds\ da (к) и ■
—оо ' '0 '

Можно доказать, чтоМДу, t) удовлетворяет интегральному уравнению

Теорема 1. Если матрица-функция 7(к) в каком-то конечном 
интервале имеет бесчисленное множество точек роста, то урав­
нение (II) разрешимо при всяком х.
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При помощи функции К (х, у), которую мы нашли из уравнения (II), 
можно построить вектор-функцию ® (х, X) пи формуле

?(х, Х) = С(х, Х)+ J K{x,t)C(t,\)dt. (6)
— X

Решив относительно С(х, X) уравнение (6), получим формулу обрат­
ного преобразования:

С (х, X) = ср (х, X) — Кх (х, t) <? (Д X) dt. (7)

Теорема 2. Пусть f^s)^L.2{—00,00), тогда имеет место ра­
венство Парсеваля

J /2 (s) ds = j F^x) F(\) dT^),
—co —00

где F(X) есть преобразование Фурье функции f(s), т. е.

F{F) = lim f f(s) ср (s, X) ds.
П-^СО J

—n

Доказательство достаточно провести для характеристических функ­
ций

6 (а, х, s) = 1, если s 6 [а, х]; 0 (а, х, s) = 0, если [а, х]. 
Пусть

/= ft ср (s, X)ds| К cp(s, X) Js! dTQ.).
—co 'а J 'b '

Если подставить в выражение для / значение ср (5, X) из формулы (6), 
то после элементарных преобразований получим, что

/ = \ 6 (а, х, s) 6 (b, у, s') ds + М (х, у),
—со

где М(х,у)— такая функция, что

Wл+1s> W*+

+ ) я + ( К (х. 1)^/1 dt\ds,
—у —X J

Так как ^(x, у) есть решение интегрального уравнения (II), то
д2ЛГ (х, у) _ „ 

дхду

Заметив, что М {а, у) = М (х, Ь) — 0, заключаем, что М (х, у) = О, 
откуда

1= 6 (а, х, s) 6 {b, у, s) ds.

Теорема 3. Функции срг(%, X) и ср2(х, X) являются собственными 
функциями дифференциального уравнения вида у"+ {X—?(х)}> = 0 
с непрерывной функцией ^(х).

Умножим равенство (6) на cosjAz! и подставим в правую часть 
вместо С (х, X) его значение из формулы (7). Получим, что
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co

ф (х, X) cos Ун = Y {ср (% + t, X) + © (х — t, X)} + W(x, t, s) © (5, X) ds, (8)
—ОО

где W(х, t, s) есть непрерывная функция и W(x, t, s) = 0 при 
|s|>|x + d- (9)

При достаточном малом t IF(x, t, s) симметрична относительно пере­
менных х, s. В самом деле, проинтегрируем от а до у равенство (8)Z
и умножим затем скалярно на j?(s, У ds 

ь
\ cos УU j © (х, X) dx 1 j © (s, X) ds A dT (X)=

—00 'a ' 'b '

= kdx \ IF(%, t, s)©(s, Х^И^ср^Х)^^^.). (10)
—co 'a —00 ' 'b J

В правой части остался один член потому, что для данного у и z можно 
всегда подобрать а, b и 1t |<л, чтобы интервалы (а +1, у +t) и (b, z) не 

? упересекались. Левая часть равенства (10) равна ^ds^ W(x, t, s)dx. За- 
b a

менив в левой части (10) интегрирование от & до г интегрированием 
от b до а и от а до z, мы получим, что левая часть (10) представима 
в виде суммы двух функций М(у, t) и N (у, t,z), причем N (у, t, z) 
симметрична относительно у и z. Из (10) следует, что

* У
\ds\W у, t, s)dx = М (у, I) + N (у, t, z).
b а

Взяв вторую производную по у и z, получим, что W(y, t,z) симмет­
рична относительно у и z. Из (9) и симметричности IF(x, t, s) следу­
ет, что W (х, t, s) = 0 при | х | >1 s + t1; поэтому (10) можно уточнить:

x+t

©(х, X) cos]/X t =.у (ср (х + t, Х)+©(х — t, Х)}+ W(х, t, s) <р (s,X) ds.
x—t

Вычтем из обеих частей равенства ср (х, X) и разделим результат на t2: 
ср (х, X) cos —1 = у {ср (х + t, X) — ср (х, X) + ср (х — t, X)} + 

x+t
4- \ W(x, t, s) ср (s, X) ds. (11)

x-t
Нетрудно показать, что при /->0 равенство (11) стремится к

—у ? (х, X) = у ср" (х, X) — у q (х) с? (х, X),
x-yt

1 1 Сгде — v^(x) = lim^- \ IF(х, t, s') ds. 
£ t-^o г

Теорема 3 доказана. Аналогично проводятся исследования для си­
стем дифференциальных уравнений второго порядка.
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