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МАТЕМАТИКА

М. Ш. БИРМАН

К ТЕОРИИ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 10 VII 1953)

В настоящей заметке мы коснемся некоторых вопросов, связанных 
с построенной М. И. Вишиком (Ц теорией общих граничных задач 
для эллиптических дифференциальных уравнений. При этом мы огра­
ничимся только случаем самосопряженного дифференциального опера­
тора, что позволит привлечь к исследованию важные результаты 
М. Г. Крейна (2). Ниже будут использованы обозначения нашей за­
метки (3).

Пусть Q — ограниченная область в «-мерном пространстве с доста­
точно гладкой границей Г. Рассмотрим в Q эллиптический само­
сопряженный оператор второго порядка

^=-2 +
i, k=l '

п п
Пусть У (х) > v2 у | |2 для любой точки хСйфГ и

i,h=l fe=l
С (х) 0.

Предположим еще, что коэффициенты aik имеют третьи, а коэф­
фициент с имеет первые непрерывные производные в Q + Г, удов­
летворяющие условию Липшица с положительным показателем. В ка­
честве основного гильбертова пространства рассмотрим простран­
ство L2 (Q). За исходный оператор S возьмем замыкание в диффе­
ренциального оператора X, рассматриваемого на дважды непрерывно 
дифференцируемых функциях, обращающихся в нуль в некоторой 
пограничной полосе. Очевидно, оператор S— симметричный и поло­
жительно определенный. Операторы, соответствующие различным одно­
родным граничным задачам для уравнения Xg — h, можно рассматри­
вать как расширения оператора S. Нас будут интересовать только 
самосопряженные расширения. Очевидно, каждое такое расширение 
является частью сопряженного оператора S’.

I. Характеристика операторов S, S* и подпростран­
ства U. Из результатов О. А. Ладыженской (4) следует, что все 
функции из D (S) принадлежат классу (Q) С. Л. Соболева (5) и 
вместе со своими первыми производными обращаются в нуль на Г. 
Можно показать, что, обратно, всякая функция из (Q), обращающаяся 
в нуль на Г вместе со своими первыми производными, принадлежит/) (S).

Перейдем к характеристике сопряженного оператора S*. Непосред­
ственно из определения сопряженного оператора следует, что S* сов- 
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падает с оператором J?, рассматриваемым на тех функциях g€L2(Q), 
для которых X имеет смысл как обобщенный (см. (5)) и для которых 
Xg^L2(O.\ Другую характеристику оператора S*  дает следующая 
теорема.

* Можно, как это делает М. И. Вишик, определить оператор S* непосредственно 
как замыкание оператора X рассматриваемого на гладких функциях, а оператор 5 
ввести формулой S=S**. Однако без приведенного выше анализа даже для уравнения 
Лапласа остается неясным, включает ли соответствующее подпространство U, играю­
щее важную роль в построениях М. И. Вишика, все интегрируемые с квадратом гар­
монические функции.

** См. (8).

Теорема 1. Оператор S*  совпадает с оператором, являющимся 
замыканием в L2(Q.) оператора X, рассматриваемого на дважды 
непрерывно дифференцируемых в Q 4- Г функциях.

Перейдем к характеристике подпространства U решений уравнения 
S*u  = 0. Очевидно, U представляет собой множество обобщенных 
решений уравнения

Хи = {у (1)
суммируемых с квадратом. Из приведенной выше теоремы и резуль­
татов Жиро (в’ 7) непосредственно следует, что множество дважды 
непрерывно дифференцируемых внутри О и непрерывно дифферен­
цируемых в Q + Г решений уравнения (1) плотно в U. Это предло­
жение весьма существенно*  для построения введенных М. И. Виши- 
ком основных граничных операторов и Отметим еще, что по­
скольку дважды непрерывно дифференцируемые внутри Q решения 
уравнения (1) образуют подпространство**  в А2Щ), мы можем утверж­
дать, что обобщенные решения уравнения (1) являются решениями 
в обычном смысле слова.

II. Жесткое расширение операторa>S. Важное понятие 
жесткого расширения полуограниченного оператора введено М. Г. Крей­
ном (2). Им установлено также (9), что для обыкновенного дифферен­
циального оператора порядка 2m жестким расширением является опе­
ратор задачи, отвечающей граничным условиям

nhg = ^g_ 
dxk х=а dxk

k -0, 1, 2, ..., т. -1.

Нижеследующая теорема решает тот же вопрос для оператора S.
Теорема 2. D (SJ состоит из всех тех функций g € (Й) П D (S*),

которые обращаются в нуль на Г. D [SJ состоит из всех тех функ­
ций g € L2} (Q), которые обращаются в нуль на Г, и

Sy. [g, g] - U 2 + cgg\dO.

При доказательстве теоремы важную роль играет лемма С. Л. Со­
болева (5) к теореме о единственности решения задачи Дирихле.

Отметим, что приведенный результат сохраняет силу при более 
общих предположениях относительно коэффициентов оператора X и 
для областей с кусочно-гладкой границей. Аналогичным путем можно 
установить, что для самосопряженных эллиптических уравнений выс­
ших порядков в областях с границей, имеющей вырожденные участки 
(см. (5)), «жесткой» является первая краевая задача.

III. Об основных граничных операторах М. И. Виши- 
ка. Важную роль при описании расширений оператора S с помощью 
граничных условий играют введенные М. И. Вишиком (х) основные 
граничные операторы fi и 'f2- Первоначально они определяются на U.
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Операторы и изометрически отображают U на некоторые про­
странства и Н2 функций на границе. При этом М. И. Вишиком 
показано, что в пространство Нх вложимо пространство Lp (Г) при 

. 2 (п — 1) .. о (п_
В > ——-> пространство Н2 вложимо в Lq (Г) при у < и опе' 
раторы вложения ограничены. Эти важные теоремы вложения доказа­
ны М. И. Вишиком в предположении, что производные функции Грина 
задачи Дирихле для уравнения Xg = h всюду в Q + Г удовлетворяют 
неравенствам

I dG (х, у) 
дхг

А
|х_ _у|л-1 ’

dG (х, уф
&Уі I г = 1, 2, ..., п. (2)

Однако трудно указать сколько-нибудь общие достаточные условия, 
при которых неравенства (2) имеют место. Укажем, как избежать 
использования оценок (2). Первую теорему вложения можно получить, 
не пользуясь представлением решения задачи Дирихле через функцию 
Грина, а опираясь на интегральные уравнения Жиро (6) и соответ­
ствующее представление решения через потенциалы. Вторая теорема 
вложения может быть установлена на основании того простого заме­
чания, что оператор вложения Н2 в является сопряженным опе­
ратору вложения (Г) в а потому задан на всем Н2 пограничен. 
При этом можно считать q •

B-^g = Pv^g.
Здесь Pw^ — проектор в PVt— проектор в V2. Граничные условия 
в виде (4) — (6) удобны для характеристики множества D [В], если 
§ — полуограниченный оператор. Согласно (3)

* SM — введенное М. Г. Крейном «мягкое» расширение оператора S. Легко видеть, 
что D (SM) можно охарактеризовать граничным условием у2 S = 0.

** См. f), а также (3).

После того как операторы и ^Вц1 определены на U, М. И. Ви- 
шик распространяет их определение на все D(S*).  Для наших целей 
удобно определить оператор для более широкого множества*  
•О [SM] = D [SJ -j- U, полагая если g = f + и, f^D [SJ, и € U.

IV. Главные и естественные граничные условия. Как 
показано М. И. Вишиком, всякое разрешимое (имеющее ограниченный 
обратный в Ж) самосопряженное расширение S оператора S характе­
ризуется граничным условием

= B^2g. (3)
Здесь В = ^В (-[2SU j) \ В— ограниченный самосопряженный опера­
тор**  в U. Оператор В переводит Н2 в часть Нх. Обозначим V=R(B), 
W=UQV, Vi = TiV, = 7іW, ^а = 725ц1 W7, V2 = 7г5цХК Очевидно, 
BW = BW2 = Q и R(B) = Введем на R(B) обратный оператор 
В-1 = 725ц1В”1тГ1- Условие (3) эквивалентно совокупности следующих 
условий:

Pw^g = О, (4)

(5)

(6)

D [В] = D [BJ + D [В-1], (7)
еслй оператор В 1 рассматривать как самосопряженный оператор в V.
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Из (7) следует, что для g^D [X] выполнено (4), так как Кроме
того,

hgt^D [В"1]. (8)

Таким образом, функции из D [S] удовлетворяют условиям (4) и (8). 
Легко убедиться, что эти условия являются также достаточными усло­
виями принадлежности к D [В]. в соответствии с принятой в вариа­
ционном исчислении терминологией назовем (6) естественным гранич­
ным условием. Условия (5) и (8) будем называть условиями гладкости, 
а условие (4)—главным " граничным условием. Очевидно, [В-1] о 
z> (В-1). Поэтому можно сказать, что множество D [5] ха­
рактеризуется главными граничными условиями и условиями гладкости 
в смягченной форме (8). Подобное разложение граничных условий на 
главные и естественные может быть произведено для любого (а не 
только разрешимого) самосопряженного расширения оператора S.

Отметим в заключение, что результаты пп. I и III легко могут быть 
перенесены на случай общих эллиптических уравнений второго порядка.
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институт
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