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В заметке рассматривается бесконечная матрица М (агй); i, k = 1, 2,..., 
преобразующая аналитическое пространство Ar, 0<^<<оо, в себя (\ 2). 
Исследуя спектр матрицы М на расширенной комплексной плоскости, 
условимся значение X = оо считать регулярным или точкой спектра, 
смотря по тому, имеет ли матрица М обратную, преобразующую Ar 
в себя, или нет.

Вопрос о характере спектра таких матриц впервые рассматривался 
М. Г. Хаплановым (4), сводившим этот вопрос к рассмотрению неко­
торого интегрального уравнения. Им были указаны достаточные усло­
вия наличия у матрицы чисто точечного спектра.

В настоящей заметке изучение спектра ведется методом сходя­
щихся последовательностей матриц. Полученное здесь условие нали­
чия у матрицы чисто точечного спектра (теорема 3) обобщает соответ­
ствующее условие М. Г. Хапланова.

Последовательность матриц М„, преобразующих координатное про­
странство в называется сходящейся (соответственно, сильно 
сходящейся) к матрице М (5), если для любой точки хд<§ точка М-х 
является Л-пределом (соответственно, сильным Л-пределом) последо­
вательности точек Мп-х в пространстве

Теорема 1. Пусть матрица М (ащ) удовлетворяет условиям:
a) \aih\<,nqh при k>i, 0<^<1, ^>0 любое;

ОО со /1 \

6)^\aik\^l, y\aih\^l, 1С\.
i = l k=l

Тогда матрица Е — М преобразует пространство в себя и 
имеет обратную матрицу (Е — /И)-1 = Е + М + М2 +... + Мп +..., 
преобразующую пространство А± в себя.

Доказательство теоремы основывается на двух леммах.
Лемма 1. Если последовательности {Мп} и {/,„} матриц, пре­

образующих пространство Ar в себя, сходятся, соответственно, 
к матрицам М и L, то последовательность произведений {Mn-L„} 
сходится к матрице M-L.

Лемма 2. Если существует тонка b и числа
Я, и v>0 такие, что для всех п в совокупности выпол­
няются условия-. 1) lau’K&j для всех k; 2) при k>v-i и
существуют поэлементные пределы Ита^^ a-ik, то последователь­

ность матриц М^а^) сходится к матрице М(а,-к).
Доказательство теоремы. Образуем матрицу Sn — М + 

+ + • • • + М"; ее элементами будут = aik + а^ + ... + где
аіь —элементы матрицы М" = М- М.. . М. Из условия б) вытекает, 
что + + т. е. все матрицы
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S„ имеют общую мажоранту столбцов из пространства Av Из условий, 

а) и б) вытекает, что |а\к |-Сnln~l Nqh при k>i и ’ =
— qhN-L\ таким образом, условие 2) леммы 2 тоже будет выполняться. 
Наконец, существуют пределы lim = Stk, где Sik = aik + агл + . • • > л—>co 
ибо

На основании леммы 2 последовательность матриц Sn, преобразую­
щих в себя, сходится к матрице S (Sik), что записываем таким об­
разом : S = М + /И2 + ... + Мп +...

Далее справедливо равенство
(Е + Sn)(E-M) = E- Mn+1 = (Е -М)(Е + Sn).

На основании леммы 1 крайние члены равенства стремятся, соот­
ветственно, к матрицам (Е + S) (Е — М) и (Д—Л4)(Д + 5). Средние же 
члены равенства стремятся, как легко видеть, на основании леммы 2, 
к единичной матрице. Следовательно, матрица Е + S — Е+М+М2+... 
является обратной к матрице Е — М и преобразует пространство Аг 
в себя.

Легко показать, что условие б) теоремы не необходимо для того, 
чтобы матрица Е — /И имела обратную; но, с другой стороны, оно не ОО ОО
может быть заменено более слабым условием У | ] < 1,

i = l fe = l
Следствие 1. Если матрица теоремы 1 нижняя (верхняя) тре­

угольная, то для существования обратной к матрице Е — М достаточно 
выполнения только одного из условий б), касающегося сумм абсолют­
ных величин элементов столбцов (строк).

Следствие 2. Если матрица удовлетворяет условиям:
\aik\^Nqk при k^i, 0<^<1, —любое, (2)

и ее строки и столбцы имеют мажоранту из пространства /1; то матрицы 
Е — Rn имеют обратную для всех п, начиная с некоторого (матрица 
Rn получена из М заменой нулями элементов первых п строк и 
столбцов).

Следствие 3. Если матрица М преобразует пространство Ar 
в Ar (\ 2), то матрица Е — Вп имеет обратную для всех п, начиная 
с некоторого (матрица Вп получена из М заменой нулями элементов, 
стоящих одновременно в первых п строках и столбцах).

Из теоремы 1 легко получается
Теорема 2. Пусть матрица М удовлетворяет условиям;

\aik\^Nq\ k>i, 0<?<1, и у I aik |< L, У | L; (3) 
i=l h=l

тогда все значения X из круга | X | < 1 / Д регулярны и (Д — ХУИ)-1 = 
= Е + ).М + к2/И2 + ...

В частности, к матрицам класса, выделенного в теореме 2, относятся 
матрицы, преобразующие пространство Аг в Д, а также матрицы, 
удовлетворяющие условиям (2).

Теорема 3. Спектр матрицы М, удовлетворяющей условиям (2), 
состоит не более чем из счетного множества значений, не имею­
щих предельной точки на конечном расстоянии, причем все точки 
спектра являются собственными значениями матрицы.

Доказательство. В пространстве А± рассмотрим матричное 
уравнение

(Д — Ш)х=у, уЕА^ (4)
Матрицу Л4 представим в виде суммы четырех матриц: /И = Мп + 
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+ Рп + Qn + Rn, где Mn получена из М заменой нулями элементов 
строк и столбцов, начиная с (п 4- 1)-го номера; Рп получена из М 
заменой нулями элементов первых п столбцов и элементов строк, 
начиная с («+1)-й; Qn получена из М заменой нулями элементов 
первых п строк и элементов столбцов, начиная с (п4-1)-го; Rn опре­
делена выше (следствие 2 теоремы 1).

Рассмотрим уравнение (4) для значений X из круга |Х|<р, где 
р — произвольное фиксированное число. На основании следствия 2 
теоремы 1 существует такое число п0 = п0(р), что при п^п0 матрицы 
Е — ^Rn имеют обратную, преобразующую пространство Дх в себя. 
Представим ее таким образом: (Е — ^Rn)^ = Е + \R^- Зафиксируем 
п, п^- п0. Существование обратной (Е — ^Rn)"1 позволяет, отделив пер­
вые п уравнений системы, представляющей матричное уравнение (4), 
выразить из остальных уравнений неизвестное х через его первые п 
координат; подставив затем эти выражения х в п отделенных уравне­
ний, получим матричное уравнение, в котором фигурируют только 
первые п координат точки х:

C„(X)x = D„(X)y, (5)
где

Сп(Р) = Еп-Шп-)М\(Е + М^(2п (6)

матрица, все элементы которой из строк и столбцов, начиная с (п-|-1)-го 
номера, равны нулю, и

Dn(\) = En + XPn(E + W^)

матрица, все строки которой, начиная с (п+1)-й, состоят из нулей.
Таким образом, всякое решение х уравнения (4) является также 

решением уравнения (5). Справедливо также и в некотором роде 
обратное предложение, что всякое решение х0€Дх уравнения (5) по­
рождает по формуле х = (Е + lR[n)]i[(£ — Еп)у + (Еп + XQ„)x0] реше­
ние уравнения (4).

Отсюда следует, что если X, | X | <^ р, не является нулем определи­
теля | Сп (X) |п матрицы С„(Х), рассматриваемой как конечная порядка п, 
то система (4) имеет для любого у Q Ах единственное решение х^Аг 
и, следовательно (3), матрица Е — кМ имеет обратную

(£ - ХМГ = (Е + IR^) [(£ - Еп) + (Еп + XQ„) C*nDn], 
преобразующую пространство Аг в себя (С„— матрица, обратная к 
СП(Х), рассматриваемой как конечная порядка п, дополненная нулями 
до бесконечной). Все же нули определителя | Сп (X) |„ являются точками 
спектра матрицы М и притом ее собственными значениями.

Рассматривая выражение (6) матрицы Сп (X), замечаем, что все эле­
менты матрицы — аналитические функции от X в круге | X | << р, ибо 
таковыми являются элементы матрицы ^R^. Отсюда следует, что 
конечный определитель | Сп (X) — аналитическая функция от X в круге 
|Х|<^р, а потому в любом замкнутом круге | X | г0, г0<р, имеет
конечное число нулей — точек спектра матрицы М. Но р было выбрано 
произвольно; следовательно, в любом замкнутом круге будет конечное 
число точек спектра матрицы М.

Следствие. Теорема 3 справедлива также для матриц М (агь), 
удовлетворяющих условиям:

aik\<NqkPk~' ПРИ k>h 0<Л<1, и \aik\<,biRh~l, I aik |< ckRh^‘,
(7)

где b (bi) и с (ch) — точки пространства /х. В частности, спектр ука­
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занно™ характера имеют матрицы М, преобразующие пространства 
Ar в Л;?, а также пространства Ar в Ar,, ибо условие (7)
для них выполняется (2).

Здесь следует отметить, что если матрица М преобразует про­
странство Ar в некоторую свою часть G, то спектр матрицы М, рас­
сматриваемой как оператор в пространстве Ar, совпадает со спектром 
матрицы М, рассматриваемой как оператор во множестве G, где G— 
любое множество, принадлежащее Ar и содержащее G.

Рассмотрим теперь последовательность функций
fn(z) — ^n(z), (8)

где
ОО 

fn (z) = ^ak„zk, 
h=0

(z) = m^a^j + (2 г + ... + (2 ть«ахп}+ ... 
a=0 a=0 a=0

Для приложения рассмотренных результатов к получению полных 
систем и базисов в пространстве Ar можно воспользоваться следую­
щим критерием. Если матрица М(т1к) преобразует некоторое простран­
ство Ar, в Ar и имеет обратную матрицу, преобразующую простран­
ство Ar в Ar,, то последовательность (8) является полной системой, 
базисом или квазистепенным (3) базисом в пространстве Ar, смотря 
по тому, является полной системой, базисом или квазистепенным 
базисом в пространстве Ar, последовательность функций fn(z). Тогда 
каждая из рассмотренных теорем и следствия из них дают соответ­
ственные предложения для полных систем и базисов.

Например, теорема 3 доставляет следующее утверждение.
Последовательность (8), где матраца M(mik) удовлетворяет 

условиям (2), является полной састемой, базисом или квазисте­
пенным базисом в А± для всех X, кроме, быть может, счетного 
множества значений X, не имеющих предельной точки на конечном 
расстоянии, смотря по тому, является полной системой, базисом 
или квазистепенным базисом в А последовательность {fn(z)}.

В заключение заметим, что среди матриц, преобразующих в себя 
аналитическое пространство Ar, существуют также матрицы, имеющие 
непрерывный спектр, причем характер спектра таких матриц может 
иметь особенности, не имеющие места для спектра матриц, преобра­
зующих банаховские пространства в себя. К таким особенностям 
относятся, например, замкнутость множества регулярных значений, 
изолированность регулярных значений, несчетность множества соб­
ственных значений. Например, спектром матрицы М (mik) вида 

где функция © (z) = ап + arz ф- а^ + ... аналитическая в круге 
| z\<ZR^(z)^ const), является область 7)-образ круга |z|</? при 
преобразовании 1 / ср (z); замкнутое же дополнение области D относи­
тельно расширенной плоскости является множеством регулярных зна­
чений рассматриваемой матрицы.

Поступило
25 XII 1952
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