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МАТЕМАТИКА

Д. Ф. ХАРАЗОВ

ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ
С СИММЕТРИЗУЕМЫМИ ОПЕРАТОРАМИ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 4 VI 1953)

1. Пусть X — некоторое гильбертово пространство. Рассмотрим 
уравнение

(£_М1-ХМ2)х=у/, (1)
где Л, и А2 — операторы с конечной абсолютной нормой, отображаю­
щие X в себя, Е — тождественный оператор, а К — комплексный пара­
метр. Допустим далее, что существует такой строго положительный, 
самосопряженный оператор Н с конечной абсолютной нормой, отобра­
жающий X в себя, для которого операторы РХ — НАХ и Р2 — НА2 
оказываются самосопряженными. Считаем также, что оператор А2 имеет 
только положительные собственные значения. Тогда уравнение

(Д —XA-XM2)x = 0 (Г)
может иметь только вещественные собственные значения. Кроме того, 
если Хх и Х2 — два неравных собственных значения уравнения (1')> 
а хх и х2 — соответствующие им собственные элементы, то выпол­
няется условие

(Их^ х2) + Х^Х2 (Р2х^ х2) = 0.

Пусть К, Х2, ... , Ki, ■ • • — последовательность всех собственных 
значений уравнения (Г). В силу вышесказанного, обобщая соответ­
ственным образом способ ортогонализации, мы можем считать, что 
соответствующие собственные элементы хь х2, ... , хп, • ■ • удовлетво­
ряют условиям

(Их,, xk) + Kh {Р2М, xk) = Si, k- (2)
2. Введем в рассмотрение матричные представления

Л5х = 2 У, a(kiXiek, с№= (Asek, е(), s=l, 2, Xi = (х, е,), 
k=i і=і

где е2, ... , еп, ... —полная ортонормированная система собствен­
ных элементов И, и положим

Aspx =22 a^x>€k' s= К % НрХ = 2 ^-xkek, 
>=1 *=і ‘ *

где Рп р2.........р„, ... — собственные значения И (ek = ^НеТ). Для 
любых элементов х и у € X имеют место соотношения

(HpAspx, у) = (х, HpAspy), s = 1, 2.
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Поэтому Pfp = HpASp, 5 = 1, 2, оказываются самосопряженными операто­
рами. Более того, при любом х € X Aspx и Pspx сильно сходятся, 
соответственно, к Asx и Psx, s=l, 2. При любом р Р2р— положи­
тельный оператор. Пусть еь е2, . • • , eq— полная система собственных 
элементов Р2р. Построим вспомогательное метрическое пространство 
G(p), элементами которого являются упорядоченные пары а = {х,у} 
элементов х, у из X с метрикой

р . 5
р (а, а*) = У I Си — Си | + I — I,

Й=1 4=1
где си = (х, еи\ cu=(x\eh) (k = 1,. .. , р), dh = (у, еА, du = (yeh) 
(А = 1, ... , q), а.* ~ {х*, у*}, и рассмотрим в G(p> множество эле­
ментов а = (х, у/}, удовлетворяющих условию

Хр (а) = (Нрх, х) + (Р2рУ, у)< 1.
G^’ — множество, компактное в себе. На множестве G^’ рассмотрим 
функционал вида

ф'Н (а) = (Р,рХ, х) + (Р2рХ,у) + (у, Р2рХ\

(а), как функционал, непрерывный на G(p\ достигает на G(p} наи­
большего и наименьшего значений. Обозначим через экстре­
мальное значение Ф(/,)(а), наибольшее по абсолютному значению, и 
допустим, что оно достигается на ^=5 {xlt у^, = Ф^. Тогда
Np (aj) = 1. С помощью способа множителей Лагранжа убеждаемся 
в том, что Х^ =—^pj — наименьшее по абсолютному значению собствен­

ное значение уравнения
(Е — XAjp — X2А2р) х = 0. (3)

Пусть ер— число всех линейно назависимых собственных элемен­
тов Рур. Тогда уравнение (3) имеет не менее sp собственных значений 
I Хі^ I "С |-С • • • <^ | Х^’| с соответствующими собственными элемен­
тами х(1\ ... , х%, удовлетворяющими условиям вида (2). Кроме того, 
имеет место

Теорема 1. Если а. = {х,у} удовлетворяет условиям

(Нрх(р\ х)+ ^и\Р2РХи\ У) =®, k=\,...,n—\, (4)
то

Если Ау не конечномерный оператор, то то же справедливо отно­
сительно Ру, тогда для любого п найдется такое число р (п), что 
n<Zsp (,г) 1.

3. В дальнейшем считаем, что Ау не конечномерный оператор. 
Допустим, что некоторая подпоследовательность {Х^} последова­
тельности п-х собственных значений уравнений вида (3) сходится, 
11m xjfft) = Х„. Тогда Х„ — собственное значение уравнения (К), а соот­
ветствующий ему собственный элемент хп нормирован условием

(Ххп, хп) 4“ Хл (Р2Хц, хп) = 1.
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На основании этого предложения легко видеть, что последователь­
ность {Ф^} ограничена. Любая выбранная из нее сходящаяся подпо­
следовательность {Ф/к)}, Игл ФД' = Фп обладает тем свойством, что k->oo
Ф^О. Тогда, в силу вышесказанного, = = —7—. есть соб-

J 1 ф1
ственное значение уравнения (Г).

Используя экстремальные свойства собственных значений уравне­
ния (3), убеждаемся в том, что имеет место

Теорема 2. Уравнение (Т) имеет бесчисленное множество соб­
ственных значений р| С р>21•С• • • -С Р-я | <• • • > которым соответ­
ствуют собственные элементы, удовлетворяющие условиям (2).

На основании полученного нами ранее результата^), lim р,„| = оо. п-^со
Собственные значения Д и собственные элементы Xk уравнения (Г) 
получаются как пределы некоторых последовательностей р.^г ’} и {xtf;)} 
(сильный предел) (k = 1, 2, . ..).

4. Пусть f и g — произвольные элементы из X. Полагая

/Г" Чд л
k =1, . .. , п — 1;

л—1 л—1

Л=1 h=l

А = lim ’ = (Hxk, f), gk = lim g^‘ Щ (Р^ g),
І —> CO i —> co

+ * = 1.......... n~^ z—>co

un = lim u^d =/— 2 7Л’ = lim = g ~ 2
кч h=i

а={и^1\ v^},

видим, что a= {u(n’\ удовлетворяет условиям (4) для р = ph 
Отсюда, в силу теоремы 1, | ф"7'\а) |(а) /1 xjf’’j, или, так как

NPi (а) = NPi (я0) - 21 №} а0 = {/. g] , имеем | Ф^1 ’ (а) | < XPi (a0)l j № ’ |. 
h=l

Тогда, вспоминая значения Ф^^а) и Np. (я0) и переходя к пределу 
при i -> оо, получим

I (РЩп, ип) + (P2un, vn) + (юп, Р2ип) I < {(Hf, f) + (P2g, g)} / Р-л I .

Отсюда, подставляя значения ип и юп и переходя к пределу при 
и -» ое, имеем

Hxk,f\ + (Pif— 2 (/’ Нх^ P^Xk> g 
h=l

+ - 2 HXh’ - 2)h 1 ^Xk- l2} = °-
h=l h=l

В силу произвольности f и g с помощью этого равенства убеж­
даемся в справедливости предложений:
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°° if Нхь)
Теорема 3. При любом f^X ряд V—Ц—— Нхк слабо сходит-ХЛ Afe h=l

ся к P^f.

Теорема 4. При любом f^X ряд у (f, Р2хА Нхк слабо сходит- 
а=і

ся к P2f.
Теорема 5. При любом ft X и произвольном значении к ряд

У {(/> ПхА / кь + к (f, P2xh)} Нхк слабо сходится к + ^P^f- 
h=l

С помощью теоремы 5 убеждаемся в том, что полученная нами 
последовательность собственных значений уравнения (Г) исчерпывает 
все множество его собственных значений, а соответствующая им си­
стема собственных элементов, удовлетворяющих условиям (2), есть 
полная система собственных элементов. Отсюда легко вытекает, что 
все последовательности {к^’} сходятся целиком к кл (п = 1, 2,...), 
поэтому выделение сходящихся подпоследовательностей становится 
излишним.

На основании теоремы 5 доказывается также
Теорема 6. Если к не есть собственное значение уравнения (Г), 

то для единственного решения х уравнения (1) при заданном ytX 
00 (у, НхЛ

ряд k —-г- Нхк сходится слабо к Н (х — у). ■ । J — Л \ ✓ /
Ь=1

5. Пусть теперь в X существует линейное подмножество L, для 
элементов х которого можно ввести вторую норму Банаха ||х||в (топо­
логически не эквивалентную норме Гильберта || х ||н = V(Х, X)), с по­
мощью которой L превращается в полное пространство Lb, причем 
ЦхЦ^^СЦх!^, х€ L, С не зависит от х. (Например, в L2 таким мно­
жеством будет множество всех непрерывных функций.) Тогда, если 
А2 = 0, используя результат теоремы 3 и сходимость ряда (для любого

f^X) ^|(//хл, /)|2 <(Hf, f), следуя методуМ. Крейна (2), докажем,
П —1 *

что если оператор Аг //^-непрерывен (2) и для любого ft X A^ft L, 
Hft L, то для любого /б L ряд в теореме 3 сходится по норме Банаха 
к указанному в этой теореме пределу. Кроме того, для у € L при 
А2 = 0 ряд в теореме 6 также сходится по норме Банаха.

6. Все рассуждения и результаты предыдущих параграфов справед­
ливы для частного случая, когда А2 = 0. Этот случай изучал ранее 
А. Заанен (3) (для вполне непрерывных операторов Аг и И). Идя по 
иному пути, он доказал для своего случая существование собствен­
ных значений, что же касается теорем о разложении по собственным 
элементам, им получены более слабые результаты.

7. Полученные результаты применяются к исследованию граничных 
задач для дифференциальных уравнений, как обыкновенных, так и 
с частными производными, с помощью сведения этих задач к эквива­
лентным интегральным уравнениям Фредгольма с симметризуемыми 
ядрами.
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