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МАТЕМАТИКА

А. М. РОДНЯНСКИЙ

ИНТЕГРАЛЬНЫЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ СТЕПЕНИ ОТОБРАЖЕНИЯ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 11 VI 1953)

Предварительные замечания. В этой заметке G есть огра­
ниченная область ориентированного пространства Rn fy, ...

— функции, определенные и непрерывные в G: /—отображе­
ние замкнутой области G в R", осуществляемое функциями Д, ..., fr. 
Далее полагаем

Gg = Q — G.

Множество Gg называется границей области G.
Буква О (с тем или иным индексом или без него) обозначает про­

извольную фиксированную компоненту открытого множества R'1—fGg. 
Через О°° обозначаем неограниченную компоненту множества/?''—fGg. 
Далее считаем, согласно (Д: оо-0 = 0-оо = 0.

Легко видеть, что если у € R"—fGg, то ff1 есть компакт (в част­
ности, быть может, пустое множество), лежащий в G. Поэтому опре­
делена степень j (/, у) отображения f в точке у (2).

Тем самым в Rn— fGg определена целочисленная функция \(f, у). 
В простейшем случае: п = 2, G есть внутренность простой замкнутой 
линии Г,-—функция ^(f, _у) есть число обходов точки f(x) 
вокруг точки у, когда точка х обежит линию Г один раз против 
стрелки часов.

§ 1. Теорема 1. Функция -\(f,y) есть константа на каждой 
компоненте множества R"—fGg.

Замечание 1. Если y^fG, то у (f, у) = 0.
Из теоремы 1 и замечания 1 следует: ”
3 а м е ч а н и е 2. у (f у) — 0 для всех у € 0е0.
Определение 1. Полагаем

7 (f, О) = 7 (/, у) (у £ О).

В силу теоремы 1 наше определение не зависит от выбора точки 
у € О.

Замечание 3. Если fG, то у(f, О) = 0.
В частности:
Замечание 4. ^(f От) = 0.
§ 2. В этом параграфе предполагаем, что функции дифференцируемы 

в G и непрерывны в G. Здесь и в дальнейшем через J обозначаем 
якобиан отображения f.
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Теорема 2. Функция у (/, _у) обладает, и вполне характеризуется 
следующими тремя свойствами:

1) у(/, j) определена в Rn—fGg;
2) ц(ф,у) есть константа на каждой компоненте множества 

Rn-fGg,
3) для всякого у £ Rn—fGg и такого, что полный прообраз f~xy 

не содержит нулей якобиана (из утверждения 5° работы (3) сле­
дует, что почти все точки из R'1 — fGg обладают указанным свой­
ством), имеем:

1 СЛ » = 5 sign J (х)

(легко видеть, что если f^y не содержит нулей якобиана, то множе­
ство f^y конечно или пусто).

§ 3. В этом параграфе предполагаем, что функции fi,.-., fn не­
прерывно дифференцируемы в G и непрерывны в G.

Теорема 3. Если J (х) есть функция, суммируемая на f'1 О, то

I (f О) = —J J (х) dx.

Замечание 5. Для суммируемости якобиана на Д1 О достаточно 
потребовать, например, ограниченности частных производных функций 
Л.........fn на ^0.

Теорема 4. Если J(x)^Q (-<0) на f Ю, то J(х) есть функция, 
суммируемая на ЕХО.

Из теорем 3, 4 следует:
Теорема 5. Если п^Ч, а отображение f есть функция комп­

лексного переменного, аналитическая в G, непрерывная в G, то для 
любой точки w £ О имеем:

ТйЙо И \f Wdxdy =
У1 °

= сумме кратностей w — точек функции f, лежащих в G.
§ 4. В этом параграфе предполагаем, что функции fv... , fn 

непрерывно дифференцируемы на некотором открытом множестве 
U id G, mes Gg = 0.

Теорема 6.
j J (х) dx = У, у (f, Ok) ■ mes Ok, 
G k

где суммирование распространяется на все компоненты множе­
ства Rn — fG^.

Из теоремы 6 следует, например:
Теорема 7. Если

\ J (х) dx =f 0,
G

то fG? разбивает пространство R".
Из теоремы 7 следует, например:
Теорема 8. Если существуют числа Хв .Х„; X такие, что

У G fk (х) = X (х € G J,
А=1
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то

) J (х) dx = 0. 
G

Теорема 9. Пусть ©(у) есть функция, определенная и сумми­
руемая на множестве fG. Тогда-.

S ? (/ W) J (х) dx = У 7 (/, Oh) ■ J © (.у) dy, 
а * dh

где суммирование в правой части последнего равенства распростра­
няется на все компоненты, множества Rn — fG^.

Замечание 6. Теорема 9 представляет собой обобщение на слу­
чай не взаимно-однозначного отображения известной формулы о за­
мене переменного в кратном интеграле:

\ ? (/ W) J (x)dx = © (у) dy.
О f(j

Мы видим, что в то время как левая часть этой формулы в этом 
случае не меняется, правая часть приобретает совершенно другой 
вид.

Из теорем 3, 9 следует:
Теорема 10. Если ®(_у) есть функция, определенная и сумми­

руемая на множестве fG, то

\v(f(x))J(x)dx = У- 1 J J(x)dx- \ ^(y)dy, 
a k rOk Ok

где суммирование в правой части последнего равенства распростра­
няется на все компоненты множества Rn—fG?.
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