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§ 1. Введем следующие определения:
1. Пусть имеем некоторую односвязную область комплексной 

плоскости w, содержащую точку w = О и не содержащую точки 
но = оо. Такую область назовем областью вида Ра, если через каждую 
точку границы области можно провести прямую, образующую с поло­
жительным направлением вещественной оси один и тот же угол 
а (0<а<» так, что на этой прямой находится единственная точка 
границы.

2. Пусть некоторая ограниченная односвязная область комплексной 
плоскости w симметрична относительно вещественной оси и содержит 
точку w = 0. Такую область назовем областью вида La, если каждую 
точку области, лежащую в верхней полуплоскости, можно соединить 
с некоторой точкой отрезка вещественной оси, расположенного в 
области, отрезком прямой, полностью содержащимся в области и обра­
зующим с положительным направлением вещественной оси один и тот 
же угол а (0<а<».

3. Рассмотрим некоторую односвязную бесконечную симметричную 
относительно вещественной оси область комплексной плоскости w, 
содержащую точку w = О и не содержащую точку w = ос, с границей, 
пересекающей вещественную ось в точке — а (а>0). Такую область 
назовем областью вида Lax, если каждую точку области, лежащую 
в верхней полуплоскости, можно соединить прямолинейным отрезком, 
полностью содержащимся в области, с некоторой точкой интервала 
вещественной оси — и все отрезки, соединяющие точки
области с точками вещественной оси, образуют один и тот же угол 
а (0<а<тс) с положительным направлением вещественной оси.

4. Рассмотрим некоторую односвязную бесконечную область комп­
лексной плоскости но, симметричную относительно начала координат, 
содержащую вещественную ось. Такую область назовем областью 
вида Lax, если на каждой прямой, пересекающей вещественную ось 
под одним и тем же углом а (0<а<гс), находятся только две гра­
ничные точки области.

Кроме того, предположим, что все границы рассматриваемых об­
ластей являются замкнутыми жордановыми кривыми, а в случае 
областей РЛ, Lax» Lax, — замкнутыми жордановыми кривыми расширен­
ной плоскости, проходящими через бесконечно удаленную точку. 
Пусть функции ?fe(z), vh\z), Fh(z\ k — 1, 2,.. . n, непрерывны в обоб­
щенном смысле (с учетом бесконечно далекой точки) в | z |С1 и 
срй(г), «>&(г) обращаются в оо в одной из точек окружности | z | = 1, 
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а функции Fh{z} — B двух точках этой окружности, и все эти функ­
ции являются аналитическими в | z | 1 всюду, за исключением ко­
нечного числа граничных точек. Пусть функции fh(z), k — 1,2,... , п 
непрерывны в |г|<3 и являются аналитическими в |z|<^l всюду, 
за исключением конечного числа граничных точек Требование 
аналитичности на окружности | z | = 1 можно ослабить. Предположим, 
что функции 4h(z),fk(z), ®h(z), Fk(z) взаимно—однозначно отображают 
окружность j z | = 1 на границы областей Рл, La, Lam, L^, тогда функ­
ции AW^W-AiW однолистны в круге |z|<l. Для упроще­
ния будем считать, что рассматриваемые функции принадлежат к со­
ответствующим классам, т. е.

V^P..

Пусть все эти функции нормированы, именно:

?ft(0)=A(0) = “ft(0) = Fh(0) = 0,
А(0)=Л(^ = Ч(0) = /\(0)=1, Л 1,2........"•

На основании геометрических свойств рассматриваемых областей 
и достаточных условий однолистности (П получаем следующие тео­
ремы:

Теорема 1. Если функции ®й(г) б Ра, й = 1,2,...,«, имеют сов­
падающие полюса на окружности |z| = 1, то функция

п 

фі(*) =

однолистна в круге |z|< 1 и принадлежит к классу функции РЛ. 
Теорема 2. Если функции fk'z)e L,, k = 1, 2,..., п, то функ­

ция
п

hl

однолистна в круге |z |< 1 и принадлежит к классу функций La.
Теорема 3. Если функции /ft(z) € А = 1,2........п, а функции

<»k(z)eLаоо, — 1,2,..., т, то функция 

ф3(*)
- п т ■

h=l fe=l
т^-1,

однолистна в | z | < 1 и принадлежит к классу La^.
Теорема 4. Если функции Fk (z) € Aco, k = 1,2,..., п, то функ­

ция
п

ф4(г) = 4“2 aw 
й=1

однолистна в | z К 1 и принадлежит к классу L^.
Пусть функции

^k^ = aok + alkz + a^ + ---^ aok<~a^ k= 1,2,... ,п,

непрерывны в обобщенном смысле в круге являются анали­
тическими в | z | 1, за исключением конечного числа точек на окруж­
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ности |z| = l, обращаются в оо в точке z = l и отображают взаимно­
однозначно круг | z | = 1 на жорданову кривую, являющуюся границей 
области £»»• Тогда:

Теорема 5. Если функции (z), k = 1,2,..., п, удовлетворяют 
всем поставленным условиям, то функция

п

Ф5 (г) = 2фк (z)
h=l

однолистна в | z К 1 и отображает единичный круг плоскости z 
на область с дополнением вида Lam.

Рассмотрим класс функций вида:

F(z) = ^ + a1z + a2z2+...

однолистных и регулярных в | г К1 за исключением простого полюса 
при z = 0. Пусть эти функции являются аналитическими на окруж­
ности |z | = 1, за исключением конечного числа точек, и непрерыв­
ными во всех точках окружности |z| = l. Предположим, кроме того, 
что эти функции отображают окружность \z | = 1 на границу области L\.

Теорема 6. Если функции Fk(z)^^, k = 1,2,..., п, то функция 
п

^ = ^Fk(z)

принадлежит к классу (S,).
§ 2. Пусть функция

F\Z) = у + arz + а2г2 + .. .

однолистна и регулярна в |z|<l, за исключением простого полюса 
при 2 = 0, и отображает круг |z|< 1 на область, дополнение к кото­
рой есть выпуклая область. Функции, удовлетворяющие этим усло­
виям, будем считать принадлежащими к классу (Ед).

Теорема 7. Если функция F{z)QL2, то функция

®^ = \^^[FW + e'*zF’(z)\, 0<|а|<у,

однолистна в | z | < 1, а функция
^{z) = F(z) + zF\z)

однолистна и регулярна в | z |< 1.
Доказательство основывается на известной лемме '2).
Теорема 8. Если функция F(z) € то функция 

8 ' е^—еГ1'
Г\ 0<а^-у,

однолистно отображает круг | z | < 1 на область с дополнением, 
звездообразным относительно точки w = о.

Доказательство следует непосредственно из геометрических сооб­
ражений.

Теорема 9. Если функция F(z) = 1 + aiz 4-+ ... однолист­
на и регулярна в jz|<^l, за исключением простого полюса в точке 
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z = 0, и отображает круг | z | < 1 на область плоскости те» со звездой 
образным дополнением относительно точки те/ = О, то функция 

однолистна в |z|<l.
Доказательство следует из оценки

|argzF(z)|<^-,

полученной Г. М. Голузиным (3), и из геометрических соображений.
Поступило 
22 V 1953
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