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Предложенный А. Н. Колмогоровым (г) критерий согласия

Kn = sup У7?| Fn (х) - F (х)|, (1)

оценивающий расхождение между предполагаемой («теоретической») 
функцией распределения F (х) и эмпирическими данными, является, 
как известно, универсальным, в том смысле, что закон распределения 
величины Kn не зависит от непрерывной функции F(x). Здесь N — 
число независимых измерений случайной величины, а /^(^—эмпи­
рическая функция распределения, построенная по результатам этих 
измерений. Предельное распределение величины Kn (^->oo) табули­
ровано ((2), см. также (3)), имеются таблицы распределений величин Kn 
и при конечных 5).

Во многих случаях, однако, относительно функции F(x) известно 
только, что она принадлежит к некоторому классу распределений 
{F(x, 6)}, содержащему параметр 0, значение которого определяется 
по эмпирическим данным. В этом случае вместо (1) приходится вво­
дить величину

X)v = sup/^|F^(x) — F(x;|, (2)

где 6 — эмпирическое значение параметра 0, и свойства критерия со­
гласия резко меняются. Последнее связано с тем, что величина Kn 
при Nос неустойчива относительно 0 и в том случае, когда по­
грешность в определении параметра стремится к 0 вместе с N~\ 
Одновременно распределение величины Kn и ее предел при N -* оо 
перестают быть универсальными, даже если метод оценки параметра 0 
стандартизован. Из результатов настоящей заметки следует, что в этом 
направлении простые закономерности отсутствуют.

1. Разобье,м прямую —оо <х<оо на п интервалов, назовем их 
интервалами группировки, и пусть Ft (0) — вероятность случайной ве­
личине принять значение, лежащее в первых i интервалах, а А — эмпи­
рическое распределение, т. е. отношение числа наблюдений, попав­
ших в первые i интервалов группировки, к общему числу N произве­
денных наблюдений. Положим

= / А (К _ к (ё)}, I, = - Fl (0О) — (0 — 0о) QjJ ,

i = 1, 2,..., п, (3,1 
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где б0 — истинное значение параметра 6; 0 — эмпирическая оценка ве­
личины 60; (дЛ / д6)0 — значение производной дР^^/дв при 6 = 60.

Легко доказать, что если функция распределения F(x, 0) в неко­
торой окрестности точки 60 имеет производную dF(x,^fdb, равно­
степенно непрерывную по 0 относительно параметра х, —оо<х<оо, 
и если оценка 6 параметра 9 такова, что величина 1/^(6 —90) при 
^-^oo слабо сходится к некоторому пределу, то последовательности 
{max В;, mln ^}, {max В;, min В;} асимптотически (^-»c>o) эквивалентны. 
При этом мы называем две последовательности случайных векторов 
асимптотически эквивалентными, если они слабо сходятся одновре­
менно, и если имеет место сходимость, то предельные распределения 
совпадают. Предположим теперь относительно метода определения 0, 
что 

(4)

где N' — число наблюдений x'k, использованных для определения 6 ;
— величина, сходящаяся по вероятности к 0 при М->оо,и ®(х) — 

функция, для которой существуют моменты первого и второго по­
рядка, 7W®(x^,i = 0, /И©2^) = а2. Это предположение оправдывается, 
например, если оценка 0 ищется по методу максимального правдопо­
добия и функция распределения F(x, 0) удовлетворяет некоторым 
дополнительным условиям (см., например, (6)). В последнем случае 

log/(x, ОН , / ==/И(—-у-log/(%, 6) | . Заметим еще, что 
подставляя (4) в (3) и отбрасывая riN„ мы не нарушаем интересующей 
нас асимптотической эквивалентности. Положим N/ N’ = 8'2, t = F(x, 90), 
tt — Ft (0о), х = x(t) — функция, обратная к функции t — F{х, 0о), 
7 Ю = (О, 6)). Тогда

5« = 5 (6) = /АГ {Fi - t>} - 8' Ф„, q (5)
N’

где = 2 ? сх
В дальнейшем мы рассмотрим условное распределение максималь­

ного и минимального членов последовательности (5) при гипотезе 
Фдг = z. В следующем случае соответствующее предельное распре­
деление может быть указано из уже известных результатов без за­
труднений. Обычно для построения эмпирической функции распреде­
ления и оценки неизвестного значения параметра используются одни 
и те же наблюдения. Однако не лишен интереса и другой случай, 
когда для оценки параметра и проверки согласованности берутся два 
ряда независимых наблюдений. Остановимся на последней возмож­
ности. Последовательность — Вг + 8' Ф^^(^г) не зависит от гипотезы 
Ф^- = z и ее поведение изучалось ранее (см., например, (7)).

Рассмотрим дифференциальное уравнение
ди 1 д2и _

1 дх* ~ и

и пусть ur(t, х) — решение этого уравнения в области 0<’с<7’, 
йх F) < х < а2 (т), о; (т) = ^і + bzq ( х ’ т (1 + т) (ах < 0 < а2\ обра- 
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вдающееся в 0 на кривых х — а1у), х = а2(Р), и удовлетворяющее 
условию ит(Т, х) = 1, а1{Т)<^х<^а2{Т).

Положим «оСь х} = lim urP, x) = u0(t, х I z).
Т-хя

Теорема 1. Допустим-, а) при N^oa имеем ^/^-*o2) 
max ДЕ -* 0, где Mt = E+i — ti; b) функция F{x, 9) непрерывна по х и І
имеет равностепенно непрерывную по 9 производную дР^х^Дд^ 
(х рассматривается как параметр)}, а функция q (t) непрерывно 
дифференцируема по t\ с) оценка 9 параметра 9 и эмпирическая 
функция распределения получены из двух независимых между собою 
последовательностей наблюдений-, d) величина У N' (9 — 90) слабо 
сходится к некоторому пределу.

Тогда условная вероятность совмещения неравенств

«1 < УД {Pt — Fi (9)} <а2, i = 1, 2,. .., п, a1<ZQ<{a2,

при гипотезе У N’ (9 — 90) = zn’ сходится по вероятности к «0 (0, 0/ z), 
когда N-> оо и zN’—>z.

Если теперь вернуться к формуле (4) и сделанным предположениям 
относительно моментов функции ©(5), то из теоремы 1 легко получим 
предельную безусловную вероятность интересующего нас события. 
Она равна

ОО

1Z-L- и0 (О, О I z} е~г'ііа‘ dz.
V 2яа J

— ОО

2. Перейдем теперь к более сложному случаю, когда эмпирическая 
функция распределения Ft и оценка параметра 9 получены из одних 
и тех же наблюдений. Создающееся при этом положение может быть 
охарактеризовано следующим образом.

Положим
t

(0 = ® к (0], а У) = У) dx,
О

s a I z)= к1 ~ 0 (* ~ <0 ~ (0)а (01 И1 — О а' (О + а (01
(1-0 [(1-0$а'2(0^-а2(0]

t

s + zq (t)-T^t “ Z4

и рассмотрим решение аДі, s, а) параболического уравнения

+ A (t, s, о I z}(— + (t) —'j и + -у + 'V u = 0 
ot ' ' ’ ’ ' ’ \ os 1 T ' ’ co / ' 2 \ cs '' y ' co J

в области ar<Zs <6^2, а^ <0 <a2, —oo<;a<oo, удо­
влетворяющее условиям u(p, s, a) = 1, u{t, an a) = u(t, a2, a) = 0, 
0<^ <a. Это решение монотонно возрастает при возрастании а. Поло­
жим «о (Л S. а) = lim Па (Г, S, а).

сс—>1
Теорема 2. Допустим, что выполнены предположения а) и Ь) 

теоремы 1 и, кроме того-, с') оценка неизвестного параметра и 
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эмпирическая функция распределения строятся по одной и той же 
последовательности независимых измерений хі, причем

N

где rlN сходится по вероятности в 0 при ^-»oo; d) случайные ве­
личины ®(Xi) имеют конечные моменты двух порядков-, е) функция, 
обратная к функции ф (t) = © [х(О]> абсолютно непрерывна.

Тогда условная вероятность совмещения неравенств аг<^У N {Fi — 
— Pi (6)} <^а2, i = 1,.. •, п, при гипотезе — ^о) = zN стремится, 
когда N-^ со, zN ->z, к ио(О, О, О).

Доказательство этой теоремы основано на том, что последователь­
ность пар случайных величин {$(6). Ъ&о i = 1,..п}, где

I r=i J to,

при гипотезе 7](1) = 2^ образует цепь Маркова. При N->oo игпахД^- 
І

эта последовательность стремится к непрерывному процессу Маркова. 
Для отыскания дифференциального уравнения, управляющего пре­
дельным процессом, достаточно найти главные части моментов пер­
вых двух порядков приращений Д;(^), Д^г) при гипотезах т](1) = zN,

= = больших N и малых Д^. Соответствующие оценки
получатся, если воспользоваться известными предельными теоремами 
для плотностей распределения при суммировании независимых сла­
гаемых и формулами Байесса.

Заметим еще, что известные теоремы, обосновывающие предельный 
переход от дискретного времени к непрерывному процессу (см. (8, 9)), 
в данном случае требуют некоторых дополнений.

В заключение считаю своим долгом отметить, что рассмотренный 
в настоящей заметке вопрос был поставлен проф. Б. В. Гнеденко на 
руководимом им семинаре в Киевском государственном университете.

Поступило
29 IV 1953

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 А. Н. Колмогоров, Giorn. d. Att., 4 (1933). 2 Н. В. Смирнов, Бюлл.
МГУ, 2, в. 2 (1939). 3 Б. В. Гнеденко, Курс теории вероятностей, 1950.
4 F. Massey, Ann. Math. Statistics, 21, № 1 (1950). 6 Z. W. Birnbaum, J. Am.
Stat. Assoc., 47, № 259 (1952). 6 Г. Крамер, Математические методы статистики, 
1948. ’ И. Г и х м а н, ДАН, 82, № 6 (1952). 8 А. Н. Колмогоров, Усп. ма- 
тем. наук, в. 5 (1938). 9 А. Я- X и н ч и н, Асимптотические законы теории вероят­
ностей, 1936.

718


