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В ИЗОЛИРОВАННОЙ ТОЧКЕ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 23 V 1953)

В настоящей статье приводится теорема, которая является есте­
ственным завершением теоремы Тайхмюллера — Виттиха (х) и содер­
жит обобщение результатов Б. В. Шабата (2) о дифференцируемости 
квазиконформного отображения на случай выполнения интегрального 
условия Гельдера.

Теорема. Пусть функция w=f(z) определена, непрерывна, 
ограничена и осуществляет квазиконформное отображение области 
О < I г | 1. Тогда, если

С С p(z) — 1 , ____

0< |г|<1

где — элемент площади в плоскости z, то существует Игл ив
Z->0

и функция f(z) моногенна в точке z0, причем

hm------- °=^=0, оо. (1)
z->o г

Доказательство опирается на несколько лемм.
Лемма 1. Пусть кольцо г <; | z | < 1 отображается квазикон­

формно на кольцо р | w | <4 1 • Тогда имеет место неравенство

5 $ (2).

Доказательство этой леммы восходит к Грётшу (3), который фор­
мулировал ее для случая p(z)^q — const.

Лемма 2. Пусть двухсвязная область, ограниченная кривыми 
Гх и Г2, лежащими, соответственно, в кольцах -г—— |z | ^г(1+г) 1 1 £ 4
и гН <|z|<l +s> отображается квазиконформно на кольцо 
Р < | w | < 1, причем

| arg (w (z)) — arg г I на rz < е, 
| arg (w (z)) — arg z — 8|< e.

Тогда справедливо неравенство
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Доказательство леммы 2 похоже на доказательство леммы 1, однако 
с тем отличием, что рассматриваются не радиальные сечения кольца, 
как у Грётша, а сечения по спиралям р — е-’+’о.

Из лемм 1 и 2 в случае при z-»0 доказываемая теоре­
ма получается непосредственно, если воспользоваться свойствами 
квазиконформных отображений, полученными М. А. Лаврентьевым (4). 
В общем же случае нужны еще леммы, аналогичные леммам 3 и 4 
из (4), с заменой условия p(z)<^14~e интегральным условием.

Лемма 3. Пусть функция w = f(z) отображает квазиконформ­
но круг |г|< 1 на круг | w|< 1, причем w(0) = 0 и (Р(г)— 
Тогда

где к' (е) зависит только от s и lim X' (г) = 0.
Е->0

Доказательство опирается на лемму 1 и экстремальные свойства 
конформных отображений односвязных и двусвязных областей.

Из леммы 3 и общих свойств конформных отображений односвяз­
ных областей следует

Лемма 4. Если в условиях леммы 3 w(l)=l, то имеет 
место неравенство

|w(z) — г К Це),

где Це) зависит только от г и 11m Це) = 0.
Е->0

Лемма 5. Пусть функция w=f{z) определена, ограничена и 
осуществляет квазиконформное отображение области 0 < | z | < 1, 
причем

lim-^ ? \ (p(z) - \)da2 = 0.
r->o ' у у |z|<r

Тогда как прямое, так и обратное отображения будут квазикон­
формными в точке z = 0 с р(0)=1, т. е. бесконечно малый круг 
переходит в круг с сохранением на нем угловых расстояний.

Доказательство этой леммы в основной своей части аналогично 
доказательству леммы 4 из работы (4).

Поступило
21 V 1953
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