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Рассматриваемая задача поставлена М. Д. Кузнецовым (^, который 
пришел к выводу, что можно уменьшить гидравлическое сопротивле­
ние трубы, если эксцентрично поместить в ней круглую вставку ма­
лого диаметра. Однако этот вывод связан с ошибкой и получился 
лишь потому, что Кузнецов пренебрег угловой производной в исход­
ном уравнении. Ниже приводится расчет расхода через несимметрич­
ный кольцевой зазор с неподвижными, а также движущимися посту­
пательно ограничивающими его трубами: внешней и внутренней 
(вставкой). При этом рассмотрен вопрос о применимости аналогии с 
кручением балки (2) в случае многосвязной области и использовано 
решение задачи о кручении круглого бруса с круглым эксцентрично 
расположенным отверстием, данное Макдональдом (®).

Скорость v ламинарного потока в межтрубном пространстве можно 
найти из уравнения Дг» + — ^- = О, если известны скорости посту­

пательного движения vi внутренних труб (вставок) и внешней (z = 0) 
трубы. В уравнении ц — коэффициент вязкости; dpi dL—осевой гради­
ент давления, Д = V2—оператор Лапласа.

Если решение представить в форме v = ~ (zz — г2), где г —

плоский радиус-вектор, то zz + а - г при постоянном а есть гармони­
ческая функция, которая имеет комплексно-сопряженную функцию q. 
Через q можно выразить силы трения Ft внутренних труб о жидкость.

Пусть Qi —площадь, ограниченная контуром i, ds — элемент кон­
тура с направлением по внутренней нормали, к — единичный вектор 
в направлении оси. Тогда

к х Xq = V (и. + а • г) = Хи + а,

Fi = § (yXv) ds = $ I (- Vr2+kx Xq-л) ds = dry,
І І i

формула для Ft показывает, что ~~ есть избыточная сила,
і

приложенная к трубе (вставке) для того, чтобы уравновесить разницу 
между силой ~ Eli, действующей на ее торцы, и силой трения о жид­
кость. Если все вставки свободно увлекаются жидкостью, то <^>Xq dr 0, 

и q — однозначная функция. В этом случае имеет место аналогия 
между течением жидкости и кручением балки, имеющей форму теку­
щей жидкости. Аналогия эта, как известно, заключается в том, что
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при некотором выборе а функция — у q превращается в Ф — функ­
цию Сен-Венана, которая описывает осевые смещения точек скручи­
ваемой балки (dy / dL — угол кручения). Касательные напряжения т вы­

ражаются через функцию Ф по формуле т = G k х (г — гц) — 7Ф^, 

где G— модуль сдвига и точка гц —центр кручения. Полагая 
Ф = - и а = — 2гц> получим для т выражение:

x = G^fkx(r-r„)+ lvd = G^kx Г(г-гц) -|v« + r„l, 
uL l " J G L. L "J

G ^kxV(r2-a)y. 
aL ' ' л

Поскольку r2— и не меняется вдоль границы, т не имеет на границе 
нормальной составляющей, а это вместе с однозначностью и гармо­
ничностью q обосновывает отождествление Ф и — у q- Крутящий 
момент М, приложенный к балке, нетрудно при наличии аналогии 
связать с расходом жидкости Q. Действительно,

dAl = k(rXT)dQ = G^^^k[rX (kx

dM = G - у V (гт)1 dQ,
dL dp/dL i 2 ' 'J

+ (1)

Если имеется решение задачи о течении жидкости, то для вычис­
ления М — жесткости балки при кручении — необходимо определить 
значения % при которых имеет место аналогия, т. е. q становится 
однозначной функцией, и воспользоваться формулой (1).

Если, наоборот, решена задача о кручении балки, то для вычис­
ления расхода жидкости необходимо: 1) найти функцию W, комплекс- 
но сопряженную с Ф; найти а, при котором ~ а г — г2, т. е.
и — г2, не меняется вдоль границы, и определить значения кг — г2 на 
всех контурах; 2) определить расход для безнапорного течения с 
известными граничными скоростями щ; это будет линейная комбина­
ция 2 После этого расход жидкости при произвольных гранич­
ных скоростях вычисляется по формуле
Q = 2 Ат + -2 №+А) Ц - Г?) + 2П» г;)]. (2)

В работе Макдональда (3) о кручении круглой балки с эксцен­
тричным круглым отверстием решение дано в форме

X 2 (“ 1)" COS 715 е cth т)2 sh и (т; — у) — е "t*11 с th у sh п (т; — т)а) 
sh 71 (т)2 — vjJ (3)

—м . _ Д (аі _ _ л^с* V пе + .
Gd^dL 2 a'd * 0 С 2j shn(7)2-7]i) *

1
Здесь 5, у; — биполярные координаты, связанные с декартовыми х, у 
соотношением х + iy = ctg x/2 (5 + гц). На окружности с радиусом av 
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. ........... .. „ = - . на внутренней окружности
___  „ ‘ „’ттрнтпами 1 и 2 равно Ь. Вели- (радиуса а2) щ = Расстояние между центрам 

чины т^, с находятся из уравнении

образующей внешнюю границу, -ц
. r J \ .-------Darrn ПЯНИР ма:

с = ах sh = а2 sh т12 = ^-sh (ъ 
о

(4)

„ » 1 . 5 + ’П I _
Поскольку г — с | tg 2

со

1

О, и, согласно (3),
^1.2 = . 
dy/dL

2 pCth^^^l)"6

следует положить а — 0, и тогда
«1>2 —г?>2 = ^2(1 — 1

Безнапорное движение с граничными скоростями и описы­
вается формулой

v _ V2 (Ц — Til) — ^1 (л —# (6)
1)g —7)1

Расход при таком течении находится интегрированием, которое 
удобно вести в плоскости 8 + Щ заменив элемент площ д - У

dix + iy) I2 d^dpc2 _ Получаем:I ’ т- е- На H+cos^+W" (ChT, + c°s5)2di I
d (5 + гч)

, , ? , Т „ с2
vdxdy^d^} di (сЬ7] + соЦ)Г ----------------  

41 о

= (al - a$ + (v2 - vj •

Отсюда
П&С

1)2 —’ll ’ А2 —
-be

1)2 —1)1
(7)Аг = naf —

Из (2), (3), (5) и (7) без труда находим

Q = (al - а$ + (®2 - — +

, dptdL ОО 
l(al-a^-^c^ 

1

пе~п (1)2 + i)i(  

sh п (7)2 — i)i)

_2к&2с2 ]

1)2 1)1
(8)

Если определить относительный эксцентриситет s и р формулами
b 

е = --------- -,«1 — а2 О г 1; 0<р< 1, (9)

то для тл и 1)2 из (4), (9) получатся соотношения
2 ch 7]х = + (1 + р) s, 712 = 7)! — 1пр4-1п[1 -е(1 -Р)^-Н (1°) 

а формулу для Q можно представить в форме

Q (р, е, -у2) — Q (р, е, 0, 0)=v^al (1 -р2) + (г>2—^і)

Q (р, е, 0, 0) _ (Ж_е) 
Q (0,0, 0,0)— Qo = 1—р4—4p2sh2 (Tj2—Tlx) ^77' 2j sh n (7)2-1)1) J’

(11)

Q(0, 0, 0, o) = qo = ^£^.
Здесь Qo — расход по Пуазейлю для неподвижной трубы без всіавкй.

Исследуем формулу для отношения пропускных способностей тру­
бы с эксцентричной вставкой и трубы без вставки.



р<^1—вставка малого диаметра: Q (р> s) 1
Оо

(1 — е2)2
1П [(1 - е2) / р] ’’ (На)

1—р<С(1—узкий кольцевой зазор: ^44J Т (1— p)3fl + (116)
vo ° \ 2 j ' '

г<1—малый эксцентриситет:
Q (р, е) 1 04 (1 —Р2)2 , 21 - р Г2 (1 - р4) (1 _ pg)2 щ

Уо ‘ In (1 / р) ! 1 + р L In (1 / р) in« (1 / р) (Ив)

Рис. 1. Зависимость расхода жид­
кости через трубу от величины и 
положения внутренней трубы (ниж­
ние кривые). Зависимость жест­
кости при кручении цилиндриче­
ской балки от величины и поло­
жения цилиндрического отверстия 

(верхние кривые)

s = 1 —вставка касается трубы:

ОО

г / ч Г е~лУ f (х) = J ^7—

“1 N~x 1
~2(/7+Tvp 2 (п + л)2 +

1 «=1
4-_____1________________ 1 ,

К— + х 12^-і 2 +л)3 +
+________ Z_________________ 31

240 (Л — 1 2 + х)5 1344 (N — */а + л)’ *

Из этих формул и графика, построенного 
по (10), (11), (11г) (рис. 1), следует, что:

1. Расход жидкости через кольцевой 
зазор всегда меньше, чем через одну 
внешнюю трубу.

2. Эксцентричное расположение 
внутренней трубы сказывается тем силь­
нее, чем уже кольцевой зазор; в очень 
узком кольцевом зазоре максимальное 
смещение внутренней трубы приведет 
к увеличению расхода в 2,5 раза.

3. Изменение расхода пропорцио­
нально квадрату смещения трубы из 
центрального положения, если это сме­
щение мало.

На графике нанесены также отноше- 
ния жесткостей при кручении 
для балки с отверстием и без отверстия. 
При 1 —е<С 1

^£^^-р4-4ру(-^) + 4р(^^

Это область наиболее резкой зависимости от сдвига отверстия, особен­
но при 1—р<С1; в последнем случае, т. е. для тонкой трубы с пре­
дельно большой разностенностью (е— 1), жесткость меньше, чем для 
трубы с постоянной толщиной стенки (в = 0) в 2~ раз.

Поступило
23 IV 1953
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