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МАТЕМАТИКА

Б. В. ФИНКЕЛЬШТЕЙН

О ПРЕДЕЛЬНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ КРАЙНИХ ЧЛЕНОВ 
ВАРИАЦИОННОГО РЯДА ДВУМЕРНОЙ СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 14 V 1953)

Рассмотрим п двумерных случайных величин (хь у/Д (л2, _у2), ... 
..., хп, уп), каждая из которых подчинена одному и тому же закону 
распределения F (х, у/), и пусть

М н(«)
(1) 

‘1 <2 *п
вариационные ряды, образованные, соответственно, из первых и вто­
рых компонент этих случайных величин.

Исследуем распределение случайной величины (^, ^) — мини­
мального члена «связанного» вариационного ряда (1).

Условимся в следующих обозначениях:
Фйм (о-пХ + bn, спу + dn) = Р < апх + Ьп, < спу + dn},

ип (х) = nF (апх + Ьп, <х>), 
Vn (у) = nF (оо, с nV + dn), 

им (х, у) = nF (апх + bn, С„у + dn)
(ап > 0, Ьп, спД0 и dn — надлежащим образом выбранные константы).

Сходимость к предельному распределению Ф (х, у/) понимается 
здесь как сходимость в каждой точке непрерывности Ф (х, у), причем 
будем считать Ф (л, у) собственным законом распределения.

Теорема 1. Для того чтобы
{апХА-Ьп, спуА-dn)-^^(x, у) (п->оо), (2)

необходимо и достаточно одновременное выполнение следующих 
соотношений-.

Ип (х) —> и (х) (п -> оо);
Vn О) V {у) (п -» оо);
Wn (х, у) W (х, у/) (и —> оо),

где функции и(х), v (у/) и чаДх, у), удовлетворяющие условиям 
и (оо) = оо, v (оо) = оо, w (х, оо) оо, w (оо, у/) оо, однозначно оп­
ределяются по Ф (х, у/) уравнением-.

Ф (х, у) = 1 — е~“^ — e~vW + у). (3)
По поводу этой теоремы отметим два обстоятельства:
1. Если Ф (х, у/) — предельная функция распределения для после­

довательности {Фц* (апх + Ьп, с„у + dn)}, то и(х), v (у) и w (х, у) — 
функции неубывающие и w (х, у) < и (х), w {х, у)^^ (у).
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2. Если обозначить через гп (х, у) коэффициент корреляции между 
событиями, заключающимися в выполнении неравенств і<^апхЬ,„ 
г]<^спу + dn, то в случае, когда Ф (х, у) — предельный закон распре­
деления минимального члена вариационного ряда, имеет место соот­
ношение:

R (х, у) = ІІШ гп (х, у) = (4)
л->оо V и (X) V (у)

Теорема 2. Для того чтобы при. надлежащем выборе an>Q, 
bn, сп>0 и dn выполнялось соотношение (2), необходимо, чтобы 
при любом целом v>0 функции и^х), v (у) и w (х, у), определенные 
из (3), одновременно удовлетворяли следующим функциональным, 
уравнениям:

чи (щх + 30 = и (х); (5)
w (V + %) = О); (51)

vw (avx + pv, ^у + 80 = <w (x, y), (52)
av>0, й некоторые константы.

Эта теорема основана на предложении, являющемся обобщением 
известной теоремы Хинчина ((2), стр. 8) об однозначной определен­
ности предельного типа закона распределения.

Функции и (х) и v (у), встречающиеся в (5) и (51), определяют пре­
дельные распределения крайних членов вариационного ряда одномер­
ной случайной величины, подчиненной, соответственно, законам рас­
пределения F (х, оо) и F(oo, у) (см. (1), стр. 50, теорема 3). На осно­
вании результатов Н. В. Смирнова ((1), стр. 52, теорема 5) совокуп­
ность классов предельных распределений, если при классификации 
исходить из вида функций и (х) и v (у), исчерпывается следующими 
6 классами (а>0, р>0):

1 класс 2 класс 3 класс 4 класс 5 класс 6 класс

х<0 0 0 0 кГ“ И'“

«Ю ех
х > 0 ха л1 хЛ ОО оо

(6)
у<0 0 |уГ0 Г» Г»

V (у) еу еУ еу
у>0 оо оо

Исследуя функциональные уравнения (52) и исключая из рассмот­
рения тривиальный случай w (х, у) = 0, соответствующий предельной 
независимости распределений и получим следующую теорему:

Т е о р ем а 3. Пусть функции и(х) и v (у) принадлежат к какому- 
либо из классов (6), a w (х, у) — неотрицательная неубывающая 
функция х и у. Для того чтобы функция Ф (х, у), определенная 
соотношением (3), являлась предельным законом распределения для 
последовательности (S)"), т^) минимальных членов некоторого ва­
риационного ряда, необходимо и достаточно, чтобы R (х, у), 
определенная из (4), в каждой точке непрерывности Ф (х, у), 
в которой

0 < «(хХ оо, 0 < v (у) < оо, 
удовлетворяла следующим условиям:

1) (КХ, у)< 1;
2) на кривых v (у) — си(х) при любом с>0 R(x, у) имеет по­

стоянные значения',
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3) для любых %і>^2 при всех у и для любых пРи всех х>
соответственно:

R у) > । / и (л2)
А(л2, у)^У и (А)’

R (х, уд - / у (уд 
R (х, уд^У v (уд '

Пользуясь этой теоремой, можно свойствам функции R(x, у) при­
дать более обозримую форму.

Обозначим:
Û } = z, R (х, у) = с? (г).

Тогда справедливы следующие утверждения:
а) <р (z) •< min
б) ср (z) -» 0 при z -> О и при г —> оо;
в) <р (z) не монотонная функция от z, а следовательно, R (х, у) 

не монотонная функция от х и у,
Г) ? (г) ¥= 0, если 0 < z < ©о;
д) если Ф (х, у) — функция 1-го, 2-го или 4-го класса, то при 

любом с > 1
< ? (cz) < \/'с ср (z); г С

е) если Ф (%, _у) — функция 3-го, 5-го или 6-го класса, то при 
любом а>0

<р (г) еа12 с? (z — е~а<2.

В заключение заметим, что при любых постоянных k и т условия 
сходимости последовательности Rox + Ь,„ спу + dn) к предельному 
распределению те же, что и для последовательности ФМ (а„х + Ьп, 
с,у + dn\ Благодаря этому совокупность классов предельных законов 
распределения при любых постоянных k и т (если при классифика­
ции исходить из вида функции и (х) и v (у/)) полностью совпадает 
с той же совокупностью предельных законов распределения для 
минимального члена, и, более того, константы а„>0, Ьп, сп~уд и dn 
можно выбирать те же для любых постоянных k и т (сами предель­
ные законы, разумеется, различны при разных k и т).

Поступило 
20 II 1953

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Н. В. С м и р н о в, Тр. матем. ин-та им. В. А. Стеклова, 25 (1049). 2 А. Я. X и н-

ч и н, Предельные законы для сумм независимых случайных величин, 1938.

3* 211


