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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ПЕРВОГО 
РОДА С СИНГУЛЯРНЫМ ЯДРОМ

(Представлено академиком С. Л. Соболевым 11 V 1953)

§ 1. Рассмотрим интегральное уравнение 
t „ ...

(1)
О —со 1=1

где at — постоянные числа; A h, т)— любые непрерывные, ограничен­
ные и интегрируемые функции; f(y, t) — заданная функция, имеющая 
непрерывную и ограниченную производную второго порядка по пер­
вому аргументу и ограниченную непрерывную производную первого 
порядка по второму аргументу; и (у, t) — искомая функция.

В настоящей работе мы покажем, что если

^UiAi(y, £)=^=0, (2)
І—1

то уравнение (1) можно свести к интегральным уравнениям второго 
рода и решить методом последовательного приближения.

§ 2. Предварительно рассмотрим интеграл
t +<Ю

J (h) = G (h, у — т), t — т; а1л а) Фо (т], т) dr„ (3)
О —оо

где
G (h, у — т], t — т; alt а) =

<"><»■

Если функция Фо непрерывна и удовлетворяет необходимым усло­
виям для существования интеграла (3), то непосредственным вычисле­
нием можно показать, что

limJ(A) = ^®0(y, А (4)
п-^0 а1

Рассмотрим еще интеграл
/ +оо

/ = \ ~! \ G (h, у — т], G (0, у — т], — т; a, a) d^.
О —оо
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После вычисления внутреннего интеграла, произведя замену пере­
менной интегрирования

т/Д_1=2Д1р_г. 
Г Tj п

получаем

где
(5)

Ф (й, у — tj, f; аъ а) =
і/

«1 J К Л2 + ех0 
о

(y — ^h2 (а2 — 

\а\аг (№ + 4a2/z2) dz. (6)

Очевидно, что функция Ф обладает свойством

Ф (й, у/ — т), /; аъ = Чз А, Ф (0, у — tj, аі, а) = 112 У^. (7}

Для дальнейшего исследования найдем значение функции 
фл (О, У — й> £ °i> «) и дадим ее оценку.

После дифференцирования функции Ф по й, производя замену 
переменных

и переходя к пределу при й-»0, получим:

Фл(0, у — т], /; а1г а) ехр (у — й)2 (я2 — a2) z2 

^a\a2t (z2 + 4а2)

Z2 + 4а$ 
z2 + 4а2

_________ 1_________
(z2 + 4а2) (z2 + 4а2)

(> —т])2
2а2/ (z2 у- 4а2)2 У t dz. (8}

4а? а '
1 о

Отсюда

|Фл(0, у —т], £ а1; а) |< (9)

где А, В — некоторые положительные постоянные, равные нулю при 
а! = а, а

7 = inf
(а2 — а2) z2

(z2 + 4а2)
= min

о Оа2 —

—а2 (10)О

§ 3. В равенстве (1) вместо t поставим tx, а вместо у поставим у,. 
1 1После умножения равенства (1) на G (h, y—ylt t — tx, ax, ax) 

интегрируем обе части по от — оо до + оо и по tx от 0 до t, 
а затем переставим интегрирование. Тогда, на основании формулы (5), 
имеем:

п/
С 2</т
зКп h (t — т) 
о

/г2 (У-7))2
4а^(/ —-г) 4а? (/—-г)

t

х Ф (h,y — yt
о
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После умножения на h и дифференцирования по h перейдем к пре­
делу при Л-»0. Тогда на основании формулы (4) имеем:

п

— и (у, t) У aiAt (у, t) -ь
1 І=1

/ Ч-оо п
+ S й Аі х 

О —оо 1=1

х ехР[—(°>-У ——Л «1- «i)rf7l = L —T)J
/ 4"OO

= 1іпЛп~Г /(b^i)[l —тІ0(А, >1, / — аі’ (12)

На основании условия (2) последнее равенство можно записать 
следующим образом:

/ Ч-оо

« (У, = 5 т) + F (у, t),
О —оо

(13)

1 = > К (У, t. Ч. х) - ------2 А, (ч, г) X
2 «лсу-о
i-l

Легко

X ехрГ----Ц—— 1Фл(0, у — т], t — т; а1( щ),
[ 4a?(Z —t)J

/ Ч-оо

I) —У— (Д ( х
2л а^. о -оо

і=1

X Г—— 11 G (Л, у — ylt t — аь dy^
I 1 \L ^1/

можно показать, что если f{yb tr) удовлетворяет тем усло­
виям, о которых сказано выше, то

I ^0.^)1 м
VT' (14)

где М — некоторое постоянное число.
Кроме того, на основании неравенства (9):

|/<Cv, if; ^^кГЛо^-тч-^о^^Ъ Yo , <15)
L V t — т J

где То = —; —Т>0; Ло, Во — постоянные числа, равные нулю при 4а?
= Lli.

Решение уравнения (13) будем искать в виде

а (у, t) = «0 (у, /) + Х«! (у, t) + .. . + \пи,г (у, t) + ...

Тогда
«о (У, t) = F{y, 

t +аэ
«л Су, t) = К (у, t\ 7j, т) ип^ (т(, т) d-q dt.

О —ОО

(16)

(17)

(18)
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На основании неравенства (14)

І «о О,
2/г-1

Если \un\^Bnt 2 , то на основании неравенства (15) имеем

о 2”+1
1^+iCv, *

и тем самым мы доказали равномерную сходимость ряда (16).
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