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МАТЕМАТИКА

С. Д. БЕРМАН

ОБ ИЗОМОРФИЗМЕ ЦЕНТРОВ ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ р-ГРУПП
(Представлено академиком О. Ю. Шмидтом 21 IV 1953)

Пусть G —группа, Д'—поле. Через R (G, К} условимся обозначать 
групповое кольцо G над К. В дальнейшем мы будем предполагать, 
что G — конечная группа, порядок которой не делится на характе­
ристику К.

Нерешенным является следующий вопрос: даны группаGи полеК. 
Каковы все группы Н, для которых R(G, KR Перлис и
Уокер (6) показали, как для фиксированных абелевых групп G и Н 
найти все поля К такие, что R (G, K)^R (И, К).

В настоящей заметке доказывается необходимое и достаточное 
условие изоморфизма центров групповых колец р-групп (p=R2). При 
этом используется понятие К-отдела группы, введенное в (2). Соот­
ветствующая теорема оказывается справедливой для групповых колец 
абелевых р-групп при произвольном простом р.

Мы будем пользоваться обозначениями и терминологией заметки (2).
Пусть G — группа порядка h; Сь ..., Ct — классы сопряженных эле­

ментов G;gp — система представителей этих классов; — по­
рядок класса С, (z = l,..., t); п — общее наименьшее кратное порядков 
элементов G; К—поле; К—алгебраически замкнутое поле, содержа­
щее К', — сумма элементов класса С. в R(G, К) (1 = 1........, i);
R (g), • • •. ХД£) — характеры G.

R (G, К) и R (G, К) разлагаются в прямую сумму минимальных двух­
сторонних идеалов:

R(G, К) = R+■■■ + !,; (1)

R(G,K) = I1+-- + Zt. (2)
Пусть идеал It (R) порождается идемпотентом центра ві (е,). Тогда 

1 = ^ + • • • + eg 1 = ех + • • • + 6/.
Разложению (1) соответствует разложение центра Z кольца R(G,K) 

в прямую сумму подполей поля К (е), где е — первообразный корень 
степени п из 1:

Z = Z1-\-------YZr (Z,-— центр /,■; i =!,..., г). (3)
Имеют место формулы (3):

= (4)
m=i т=1 т

(tii — порядок полного матричного кольца /,).
Напомним определение /С-отделов группы и характеров, данное в 

(2). Обозначим через Г группу Галуа поля К (е) над К- Будем говорить, 
что характер (g) /С-сопряжен с (g), если существует автомор­
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физм ®€Г такой, что (g) = ? [xf (g)] для всех g^G. Элемент bEG 
назовем /(-сопряженным с а € G, если b = с^а^с, где — автомор­
физм из Г.

Соотношение ^сопряженности приводит к разбиению множества 
характеров (элементов G) на непересекающиеся подмножества; Х±Хг 
(Т1,...,ТГ)— /(-отделы характеров (/(-отделы группы), /(-отделам 
характеров, в силу (4), соответствуют системы идемпотентов Е^ = 
= {7и, ..., ещ),.. •, Ег = {ег1,..., erir}, на которые распадается множе­
ство Е = {ev .. .,et}.

Мы будем считать, что выполняются равенства

Ч _
(j = l,...,r), (5)

h=l
чего всегда можно добиться путем изменения нумерации идемпотентов.

Очевидно, К(х^,= /<(/! U7), •••, Zz(gy)), если g{ и g. 
принадлежат одному /(-отделу Т/, К (х; (gp,-, X; (g/)) = ^(Zy (gJ Z, (g,)) 
для характеров z, и z7 из одного /(-отдела Хк. Если g; € Ts, z; € Xh, то 
поля К (z.j (g;), • • •, Zz (g,)) и К (z; (gJ, • • •, Z,- (gP) обозначим, соответ­
ственно, Ks и K'h (s = 1,..., r; A = 1,..., r).

Пусть ® € Г задается формулой

ф (s) = е11, ([х, А) = 1. (6)
Условимся говорить, что характер (g) выдерживает автоморфизм 

ф, если X; (g) — 'Е (g11)- Пр0 класс С., порожденный элементом g, 
скажем, что он выдерживает автоморфизм ф, если g^QCi.

Лемма 1 (4). Число характеров, выдерживающих автоморфизм 
ф, равно числу классов, выдерживающих этот автоморфизм*.

* Более общее предложение доказано в (х).

Лемма 2. Число классов, принадлежащих К-отделу Ti, равно 
степени поля Ki над К Аналогично, число характеров из К-отдела 
X,- равно степени поля Ki над К (г = 1,..., г).

Л е м м а 3. Степень поля Zi над К равна числу характеров 
К-отдела х; (/ = 1,..., г).

Предположим теперь, что G — ^-группа и рЧ^- В этом случае 
М(е) — циклическое поле. Пусть с-—образующий элемент Г; т — сте­
пень К (е) над К. Будем говорить, что характер х; (g) (класс Ci) 
принадлежит автоморфизму ф€Г, если все автоморфизмы Ф € Г, кото­
рые он выдерживает, являются степенями.

Так как Г — циклическая группа, то каждый характер (класс) 
принадлежит некоторому автоморфизму где s/m.

Чтобы найти автоморфизм, которому принадлежит характер х< (g) 
(класс Ci), достаточно взять образующий элемент циклической под­
группы группы Г, соответствующей, в силу основной теоремы теории 
Галуа, полю К (хг (gj, • • -,Ъ {g^ (К (хг (g^ • • •, Zz (g()))’

Отсюда легко заключить, что характеры (классы) из одного К-оч- 
дела Xi (Т.) принадлежат одному и тому же автоморфизму ®€Т. Если 
характер х? (g) (класс Ci) принадлежит автоморфизму as (s/m), то 
число характеров /(-отдела характеров, содержащего х» (число классов 
/(-отдела группы, в который входит С-,) равно ~, так как с этим 
числом совпадает степень поля /<(х; (gJ,---, Zz (gz)) (g,•),•••> Zz (g,)))
над К (см. лемму 2).
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Лемма 4. Число характеров, принадлежащих автоморфизму 
? € 1, равно числу классов, принадлежащих этому автоморфизму.

Доказательство. Пусть о = Лемма, очевидно, справед­
лива, если s = 1. В самом деле, характеры и классы, выдерживаю­
щие а, одновременно принадлежат этому автоморфизму, и остается 
использовать лемму 1. Предположим, что для s^k^m—1 имеет 
место утверждение леммы. Характеры и классы, выдерживающие 
автоморфизм принадлежат автоморфизмам а5, где s делит k + 1.

Пусть Sg — все делители & + 1, удовлетворяющие условию 
1 -С «г < k + 1 (i = Y ■ • •, qY, N(,} (^°)— число характеров (классов), 
принадлежащих автоморфизму (М, h+1) — число характеров
(классов), принадлежащих а^1; — число характеров (классов),
выдерживающих автоморфизм aft+i.

Тогда JV = Nw +...+ ^ + Nk+b
= № + ■■■+№+ 1^+1-

Согласно лемме 1, и, в силу предположения индукции,
* — М'1 (s = 1,..., 7). Значит, ^/l+1 = k+1. Лемма доказана.
Теорема 1. Центры групповых колец р-групп G и И (р^=2) 

над полем К изоморфны тогда и только тогда, когда между К-от- 
делами G и Н можно установить взаимно-однозначное соответ­
ствие, при котором соответствующие К-отделы G и Н содержат 
одинаковое число классов.

Доказательство. Пусть — все /(-отделы G, содер­
жащие k классов. Тогда все классы этих /(-отделов принадлежат 
автоморфизму зт/\ Число характеров, принадлежащих этому автомор­
физму, ввиду лемм 2 и 3, равно kl, где / — число полей Zi степени k над 
К. В силу леммы 4, ks = kl, откуда I = s. Из этого равенства вытекает, 
что между /(-отделами G и полями Zi существует взаимно-однознач­
ное соответствие, при котором степени полей Zi (г = 1,...,г) равны 
числам классов, содержащихся в соответствующих /(-отделах группы. 
Для завершения доказательства теоремы остается заметить, что не­
обходимым и достаточным условием изоморфизма подполей цикли­
ческого поля над К является совпадение их степеней над К, и из 
двух полей КЦ^ и /((е2), где Si и е2— корни степеней рт' и рт* из 1, 
одно всегда изоморфно подполю другого.

Теорема 1 неверна для групп порядка 2т, что можно показать на 
примере рациональных групповых колец 16-го порядка, но остается 
в силе для абелевых р-групп при произвольном простом р. Таким 
образом, имеет место:

Теорема 2. Групповые кольца R (G, К) и R (Н, К), где G и Н — 
примарные абелевы группы, изоморфны тогда и только тогда, когда 
соответствующие К-отделы этих групп содержат одинаковое число 
элементов.

Вопрос об изоморфизме групповых колец произвольных абелевых 
групп сводится к такому же вопросу для соответствующих примар- 
ных компонент этих групп (5).
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