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МАТЕМАТИКА

Ш. Е. МИКЕЛАДЗЕ

К ТЕОРИИ КОНСТРУИРОВАНИЯ ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫХ ФОРМУЛ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 IV 1953)

Отправляясь от формулы
л-1 h

У (й + — JY (Zp — ta) йгУ^ ’ + ^а) +
k=0 

.п
+ -(7^5 (t,-t)n^(a + th)dt, (1)
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где ta, tfr li и n — произвольные числа, мы указали (w) пути конструи­
рования интерполяционных формул с разностями от функции У") (х) 
одного вида.

Настоящее исследование предпринято с целью конструирования 
интерполяционных формул с разностями различных видов. Если 
У”) (а 4- th) — любая непрерывная в замкнутом конечном промежутке 

функция, то эти формулы можно вывести, конструируя 
предварительно многочлены (содержащие разности различных видов), 
приближающие у^ (а + th) на [/а,

Мы получим интересующие нас интерполяционные формулы из 
равенства (1), если:

1. Для фиксированной системы значений ta и t^ варьировать ин­
терполяционные многочлены, связанные с функцией у«) (х) и сово­
купностью интерполяционных узлов.

2. Разложить У"> (а +/А) с помощью какой-нибудь из интерполя­
ционных формул и варьировать значения параметров ta и t^.

3. Видоизменять многочлены, аппроксимирующие У") (а + th), путем 
изменения порядка заданных узлов.

4. Значения, приписываемые t^, сделать зависимыми от значений, 
приписываемых ta-

5. Заменить интегральный член равенства (1) конечной суммой 
с помощью той или иной квадратурной формулы.

С помощью этих путей, выбирая соответствующим образом интер­
поляционные многочлены для аппроксимации f 'n} (а + th), можно по­
строить многообразия интерполяционных формул, имеющих не только 
общие свойства, но и общее происхождение.

Разложим Уя> (х) =/(х) по разностям f (a), (а), . . . ,УР/ (а) =
= Kpf(a — ph), Kp+1f(a — ph), Kp+2f (a — ph),..., одни из которых 
лежат на диагонали, выходящей из f(a), идущей снизу вверх, другие 
же — на диагонали, идущей от разности Kpf(a—ph) сверху вниз.
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Обращаясь к формуле Ньютона с разделенными разностями, мы 
убеждаемся, что в этом случае

Ла + th) =/w + 2п« +,) + 2 п « +«) + 
Р=1 0=0 ₽=Л+1 Р' а=р+1-р

(Л о, п (<‘+«).
с=р-г

(2)

Рассмотрим теперь ломаную, одно звено которой (горизонтальное) 
соединяет количества f (а) и &~pf (а — ph), другое же (диагональное) 
f (a —ph) с Д f[a — (г — р) h] (г^2р+1). Используя, кроме раз­

ностей, лежащих на этой ломаной, средние арифметические разностей, 
стоящих в таблице непосредственно ниже и выше горизонтального 
звена, и интерполяционную формулу Ньютона с разделенными раз­
ностями, получим:

/(“ + “) =/(“) +3{!Sr<n> -»!) + +
Р=1 v ' Л а=1 а=і

Р г р-р-1
+ 2 ^4±.'Д> 2 (/ + ,) +

°=1 Р=2Р+1 Р а-Р+1

+ П (* + °) hr+1 . (3)
0=1 о=Р+1 ' '■

О Р

где при р=1 и р = 2р + 1 соответствующие произведения]] и ]] 
принимаются равными 1. ' ° Р+'

Таким же образо*м можно построить с помощью интерполяционной 
формулы Ньютона с разделенными разностями большое число новых 
формул, выраженных через различные разности, лежащие на горизон­
тальных и диагональных линиях, образующих связную ломаную, 
получаемую последовательным движением по таблице разностей от 
f (а) вправо.

Мы получим ряд новых формул, используя равенство (1) и только 
что построенные интерполяционные формулы. Так, полагая в формуле 
(2) f(a + th) ~yW (а + и подставив полученное разложение в (1), 
находим:

«-1 k р
у (а + ht*) = 2 ~ ta)h^-yw (а + hta) + h'^.^y^ (а) +

Л=0 р=0

+ hn 2 ^,^f(a-ph) + Rn.r, (4)
₽“Л+1 где

+ (Р = О, 1........ Р),
t 0=0

; _ 1
'"1-р ~ (^ТПТ!

с
II (t^a)dt (р=у+1, Р + 2,....... г),

о=/'+1-р

п р
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При п = 2, р = 2, г = 5, = 0 и Zp = 1 из формулы (4), в част­
ности, получаем:

У (а + Л) - у (а) + ку’ (а) + [у (а) + у У? (“) + у W (“) + 

+ й WЬ‘у- (а - 2Л) + і W (« - 2Л)] - W (Е).

Используя равенство (1) и формулу (3), мы получим новую фор­
мулу, которая при п = 1, р = 1, ta = — 1, /р = 1 приводит к квадра­
турной формуле:

+1
+ th)dt = 2/(a) + ^f(a)_±v*f(a + h) V8/(a + h) + • ■ • 

—1
Построенные выше формулы (2) и (3) могут быть использованы 

для численного дифференцирования. Так, из интерполяционной фор­
мулы (2) получаем формулу:

р р — 1
4Г>(а + М) = 2^^П« + «) +

₽ = h И а=0

у ^f^a-ph)^ A кг+^г+1}^ dh тт
I 2j ---- pi-----11 l + °) + - (/+4)! И + (5)

P=P+1 al a=p+l-p Ul a=p-r

остаточный член которой упрощен на основании рассуждений, ана­
логичных рассуждениям, проведенным в § 1 работы автора (4). Формула 
(5) содержит, в частности, формулу численного дифференцирования 
А. А. Маркова (6).

Из формулы (5) мы получим простую формулу для вычисления 
первой производной в точке х = а:

2 _ЫГ^д7(а_рл) + 
p=i p=p+i (р—р)

Если продифференцировать формулу (3) четное число раз и поло­
жить t = 0, мы придем к формуле численного дифференцирования, 
содержащей центральные разности о2₽f (а) и восходящие разности 
V₽/(a+ ph). Дифференцируя ту же формулу нечетное число раз и 
полагая t = 0, получим формулу, содержащую полусумму разностей 
иб2*5”1/^) и восходящие разности (а ph). Из этих формул мы 
находим простые формулы для вычисления первых двух производных:

if (a) -S(- If* р8“ +

2 (_,х + й,
Р-2Р+1 (р-р) Р (Г+ !) у

А2Г (а) =2(~ +
₽=і

9=2р+2

^f^ + ph) ₽ 2 11 + (_ 1)₽ (?) •
а=р+1
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В последнее время конструированием общих интерполяционных 
формул занимался Коллатц (6,7). В основу конструирования им положен 
метод, идентичный с нашим (J). Поэтому формулы, построенные Кол- 
латцем, не являются новыми. Так, общая формула (1.45), приведен­
ная на стр. 15 монографии Коллатца (7), получается из (1) (а следо­
вательно, получается и из формул, выведенных автором в работах 
С,4)), если принять в ней а = х0, = — 1, = 0, разложить
у^ {а + th) = f с помощью формулы Ньютона с восходящими раз­
ностями и привести л-кратную квадратуру Коллатца к одной с помощью 
формулы Дирихле. Другие из общих формул, как, например, формулы 
(1.34), (1.37) и (1.54), приведенные на стр. 12, 13 и 16 монографии 
Коллатца (7), совпадают, соответственно, с формулами (7), (11) и (19) 
автора (*), прореферированными Коллатцем в (8) в качестве новых 
формул, принадлежащих автору настоящей статьи.
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