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Обозначения. В этой заметке применяются следующие обозна­
чения: d, т, п, q, М, U, V обозначают положительные целые числа; 
k — неотрицательные целые числа; j — одно из чисел 0 или 1; р — про­
стые числа; ®, М—положительные числа; х — числа ^3; v— дей­
ствительные числа; S — комплексные числа. Эти буквы, в случае на­
добности, снабжаются индексами или акцентами. Интервалом типа М 
называется совокупность чисел п, для которых

где М М' 1,4 М.

Буквой В без индексов обозначаются числа, по модулю не превосхо­
дящие абсолютных констант.

1®, 11®, 111® обозначают log®, log log®, log log log®. При этом ® 
считается настолько большим, чтобы соответствующий логарифм был 
>1. Если нижний предел суммирования не указан, он предполагается 
равным единице. Далее,

e(v) = eiv, exp (у) = ev, (г») = —1/2)

ф w = 2?(«)w = 2 ф
п<х п^х \ п J

lx = t, X = [f*(U + 1], \ N = s, Н = exp (1 s 111 s),

p<N '

s(X,n)= 2 2 nW—V
Р<Х 4 F ' n^N \ n J

Постановка задачи. Целью работы является доказательство 
оценки

Ф (х) = Вх (1 х)^ (11 хУ, m

более точной, чем хорошо известная оценка Мертенса Ф (х) — Вх \ х 
(0) или (2)).

Ход д о к а з а те л ьс т в а. Поскольку Ф (х) =— тп
достаточно доказать, что W + °

Ф (х) = В (1 х)’'‘ (11 х)2. (2)
Чтобы получить эту оценку, нужно, прежде всего, достаточно хорошо 
оценить сумму S(х, N) при условии, что ^vx<M^xeXp(_f/,)
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Здесь
S (х, N) = S0-S1 + B^, (3)

где
2 Дж)- (4)

dm<N, d/P, n(d)=(—ip

Интервал суммирования по m в сумме Sj, а именно 0<^m^N, раз­
лагается на Bs интервалов типа М. Отсюда 5/ = где

м
часть суммы Sj, отвечающая данному интервалу типа М

Далее доказывается, что

Sj (М) = BNH-1, если (5)

Пусть Тогда

k°Sj(M)= ^Skj(M), Shj(M)= 2 (6>
Ъ —. n \ К /

Sh<Nm

при этом Oft пробегает те числа d из области суммирования суммы 
Sy(Af), которые имеют ровно k простых делителей р> No, a k0 есть 
наибольшее k. При k = 0 доказывается оценка So, (/И) = BNH^s. Если 
же £>0, то

Skj (М) = k^Tkj (Ж) 4- Bk-^NH,
где

Tkj(M)= 2 е
М<т<,М',P<l<Nnr\ Ы^р^Іг 

V=sk-V U(?) = (—1)/+1

(7)

(8)

Интервал суммирования по p в lkj(M) разлагается на Bs интервалов 
типа U, что дает равенство Tkj (2И) = 2 Thj (М, U). Далее, доказывает- 

у

Tkj (М, U) = ВТ(М, U) + BN^H^s3, (9)
где

T(M,U) = MUt 2 (10)

х 1 MVмии

w=qr1 — q~1, V^ZMU. (11)

Для суммы Т(М, U) доказывается оценка

Т (М, U) = B№H-1S\ (12)

мы Рд') ■ П0ЛУЧеННЫе Рез^льтаты’ имеем искомую оценку сум-

S (х, N) = BNH~'/2S^, (13)

Вторым этапом при доказательстве оценки (2) является оценка
суммы S^x,^ при условии, что x2*<W<Xexp(--^). Здесь

Si (х, N) = - S'1» _ S(2) + BNH-iS' (14)



где
2

No<P<JV ‘

s(2>= 2 (15)
N^pcNN-'

W,<q<Np, ?(q)<P

при этом g (7) обозначает число 
Для суммы ДО) получается с

простых делителей числа q. 
помощью оценки (13)

ДО) = BNH-W. (16)

В ДО) интервал суммирования по р разлагается на Bs интервалов типа 
U, что дает равенство ДО)= Далее, доказывается, что

и
{ДО) (t/)}2 = ВТ(\, U) + BN^H^, (17)

где Д(1, U} определяется на основе (10). Для суммы 7(1, U) оценка 
(12) сохраняет силу, откуда

= BNH-'its3. (18)

Собирая полученные результаты, получаем искомую оценку суммы 
Дх (х, N):

Д, (х, N) = BNs~\ (19)
В третьем этапе доказательства оценки (2) применяем, опираясь на 

(19), несколько видоизмененную форму известного приема Пфейффера. 
Это дает для целочисленных х оценку

2
ехр (—2)

(20)

Переход от (20) к (2) не представляет никаких затруднений. Вы­
кладки являются длинными и сложными, но они элементарны — в том 
смысле, в каком элементарность понимается в аналитической теории 
чисел. При этом использованы в основном следующие средства:

1) известный метод Виноградова оценки тригонометрических сумм 
с простыми числами (3);

2) метод Дэвенпорта (4), позволяющий, при наличии некоторых 
условий, избавиться от множителей р. (га); этот метод использует ре­
зультаты Виноградова;

3) оценки тригонометрических сумм Ван дер Корпута (8), Л. К. Хуа(6) 
и автора(’). Кроме того, с помощью оценки Л. К. Хуа улучшается 
лемма 1 работы (8) автора.
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