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Последовательность {ап} и континуум К, дополнение которого есть 
область Осо, содержащая точку z = ос, определяют ряд по многочле­
нам Фабера

(z),
О

которые, как известно (г), определяются из разложения

F (w, z) = ЧТ (w) у (z)
Т (w) — z — w«+l ’

(I)

(2)

где z = — функция, отображающая конформно внешность еди­
ничного круга на область Geo при условиях W (оо) = оо и ^'(ooJ^O. 
Для определения области сходимости ряда (1), когда {ап} и К заданы 
или принадлежат определенным классам, укажем характер стремления 
чисел {Ф« (г)} к нулю или к бесконечности в зависимости от положе­
ния точки z на плоскости и от свойств границы Г континуума К. 
Пусть Гд — прообраз окружности ] w | = 1 при отображении w = Ф(z), 
обратном отображению z — W (w); если —правильная аналитическая 
кривая, то функция F (w, z) имеет в точке z€TR простой полюс и, 
значит, для многочленов Фабера справедливы неравенства (\ 3)

^п<\Фп(г)\<С^п, z^rR. (3)

Если граница Г континуума К такова, что ф(р+2) (w) € Hlt то, ис­
пользуя теорему Харди — Литтльвуда, нетрудно показать, что ряд

ОО
2^[Ф«(2)]

1
(4)

сходится абсолютно и равномерно внутри G (4) (G— совокупность 
внутренних точек К). Если же К—произвольный континуум, то не­
трудно показать, что абсолютно и равномерно внутри G сходится ряд

у [ф„ (г)]2

1
(5)

Если {а„} — последовательность, удовлетворяющая условию 

lim у | ап | = I = -р (I фиксировано), то из неравенства (3) следует, что л-»оо
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ряд (1) сходится абсолютно и равномерно внутри области Gr, огра­
ниченной правильной аналитической кривой Г^, и расходится вне этой 
кривой; таким образом, если /<1, то /<—просто континуум; если 
I — 1, то К должен иметь правильную аналитическую границу; если же 
/>1, то не только Г, но и линия (А?=1//<1) должна быть пра­
вильной аналитической (V). Условие аналитичности кривой 
можно отбросить, если о {ап} известно больше, чем число /. Так как 
случаи / = 1 и аналогичны, то рассмотрим только случай /=1.

Из сходимости ряда (4) следует, что если ап = О (пр), то для схо­
димости ряда (1) в G достаточно, чтобы Г была такова, что
в частности, если Г спрямляема, то для абсолютной и равномер­
ной внутри G сходимости ряда (1) достаточно, чтобы сг„ = О(1/«). 
Из сходимости ряда (5) следует, что если ап = О (е„ / п), где 

со

ев>0 и ряд2г«/га сходится, то ряд (1) сходится абсолютной равно- 
1

мерно внутри G для любого континуума К- Из теоремы Юнга—Хаус­
дорфа (2) следует, что ряд (1) сходится абсолютно и равномерно 

ОО
внутри G, если {а„} тэкова, что ряд 2la« |8 сходится, а Г такова, что 

1
Ф' (w) QHs, где 1 <8 2. Не приводя других условий, заметим, что
ряд (1) есть ряд Парсеваля двух аналитических функций: F (w, z) и

ОО

F (w) = 2 a«w”> и Для сходимости ряда (1) достаточно выполнения 
о

условий, при которых справедливо равенство Парсеваля для этих 
двух функций.

Для континуума К рассмотрим еще систему функций {Fn (z)}, ана­
литических в Go, и определяемых разложением

. ^(w) 1 1 у Fn(z)
U\W’Z) — z W — ®(z) Y(w)—T(w0) w— w0 ■ " Wn+1 ’

из которого следуют равенства
Ф„ (z) = [Ф (z)]" + Fn (z), z^G^. (7)

Так как граничные свойства функции G (w, z) {z фиксировано в G^) 
тождественны граничным свойствам функции F(w, z) (z фиксировано 
в G), то все условия на {ап} и на Г, достаточные для абсолютной и 
равномерной внутри G сходимости ряда (1), достаточны для такой же

СО

сходимости ряда 2 (z) в GOT; более того, если G* — полная об-
1

ласть однолистности функции W = Ф (z), то при упомянутых условиях 
ОО

ряд '^ianFn(z) сходится абсолютно и равномерно внутри G*.
1

Приведем теперь теоремы Абеля и Таубера для рядов (1). В от­
личие от степенных рядов, для рядов (1) случаи /<1, I = 1, 
существенно различны. Если /<1, то ряд (1) сходится абсолютно и 
равномерно внутри Gr (R = 1), и для zQGr—К имеем

со со со

f (z) = 2 (z) = 2 а" [ф (z)]" + 2 ^»Fn (8)
0 0 о

где второй ряд сходится абсолютно и равномерно внутри Gm, а пер­
вый есть степенной ряд на плоскости w; из этого представления 
следует справедливость теорем Абеля и Таубера для рядов (1) в слу- 
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чае /<1. Если I 1 и 1\—правильная аналитическая кривая, то 
в ее окрестности опять имеем представление (8), и упомянутые тео­
ремы опять справедливы. Остается случай /^-1 и Гк •—неаналитиче­
ская кривая. Ограничимся рассмотрением случая 7=1, ибо второй 
ему аналогичен.

Теорема 1. Если. Г такова, кто Ф" (та) € то из сходимости 
ряда (1) в граничной топке z0, в которой Г имеет конечную кри­
визну, следует абсолютная и равномерная внутри G сходимость 
этого ряда.

В самом деле, из разложения

F (та,
со со

ч _ 1 У СЬ _ у ФЯ

W—W0^wh — wn+l м
п co

следует, что Ф„ (z„) = w" 2 chwok- Ho ибо РЯДЫ функций
О о

Ф'(та) и [Ф (та)—Ф (та0)] (та— та0)~х сходятся абсолютно на |та| = 1 и 
последняя функция отлична от нуля. Значит, |Фл(г0)|->1 и ап—^0, а 
поэтому из (4) следует утверждение теоремы.

Существуют такие G и {а,,}, что ряд (1) сходится в граничной 
точке, но расходится в некоторой внутренней точке области G.

Укажем условия, при которых справедлива вторая теорема Абеля 
для рядов (1). В отличие от степенных рядов, здесь недостаточно 
предположить сходимость ряда (1) в граничной точке, нужно еще 
позаботиться о том, чтобы этот ряд сходился равномерно внутри G; 
мы будем предполагать, что {«„} и Г удовлетворяют одному из выше­
приведенных условий.

Теорема 2. Пусть выполнено одно из условий-, а) Г такова, 
что W б) (w) X Нг и ап = в) W {w)£Hs, а ряд

ОО

2 ; сходится, где 1 < о 2; г) ап = О (in/n), где ел>0 и ряд 
О
оо

2ел/п сходится. Если ряд (1) сходится в граничной точке z0, 
1

в окрестности которой Г — аналитическая кривая, то сумма 
ОО

ряда (1) стремится к f (z0) = ^апФп(г0) при стремлении z к z0 по 
О

любому некасательному пути.
В окрестности точки z0 имеем представление (8), причем второй 

ряд сходится равномерно в некотором круге с центром в точке z0: 
так как первый ряд в окрестности точки z0 есть степенной ряд на 
плоскости та, то теорема доказана.

Теорема 3. Пусть Ф' (та) € Нг a E(w) X И г- + -р- = 1, г > 1,

Если ряд (1) сходится в граничной точке z0, в которой Г 
имеет конечную кривизну и такова, что G (та, z^) € Нг и Ф" (та) суще- 
ствует в точке w0, то сумма ряда (1) стремится к / (z0) = 

ОО

= 2 ап^п (z0) при стремлении z к z0 по любому некасательному пути.
О

Теорема 4. Пусть Г — спрямляемая кривая, а Е(та) ограничена 
в единичном круге и ап — О (Х^п). Если ряд (1) сходится в граничной 
точке z0, в которой Г имеет конечную кривизну и такова, что 
G (та, z0)fzH1 и Ф" (та) существует в точке w0, то сумма ряда (1)
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ОО

стремится к f (z0) = ^апФп{г0) при стремлении z к гй по любому 
О

некасательному пути.
ОО

Теоремы 3 и 4 доказываются одинаково. Так как ряд2«я®’о схо-
О

дится, то F (уф обладает в точке w0 угловым граничным значением 
F (w0), и имеем

оэ ,

/ (z0) = 2 а«Ф« (z0) = F (w0) + — \ F(w)G(w, z0)dw, 
О ~ |W|=1

используя это равенство, а также интегральное представление суммы 
ряда (1), нетрудно убедиться в справедливости теорем 3 и 4.

Аналогично доказываются следующие теоремы:
Теорема 5. Пусть выполнено одно из условий: а) Г — спрям­

ляемая кривая и ап = О(\/п); б) ап = О(гп/п), где 0<^п<^с и ряд 
ОО

сходится. Если сумма ряда (1) стремится к f (z^ при стрем- 
1

лении z по некоторому некасательному пути к точке z0, в окрест­
ности которой Г — аналитическая кривая, то ряд (1) сходится

со
в точке z0 и / (z0) = 2 ап^п (гй).

О

Теорема 6. Пусть Г — спрямляемая кривая, a f(z) аналити­
ческая в G и ограничена там по модулю. Если ап — О(1/п) и f(z) 
стремится к f(z0) при стремлении z по некоторому некасательному 
пути к точке z^, в которой Г имеет конечную кривизну и такова, 
что G (w, z0) € Hi и ЧГ (w) существует в точке то ряд Фабера

ОО

функции f(z) сходится в точке гйи f (z0) = 2 (z«)-
О

Теорема 7. Пусть Г — спрямляемая кривая и Ф' (z) € Ег, а 
f(z)£Er' 0г + тг=1’ б>\\. Если = « /(z) стре­
мится к f(z0) при стремлении z по некоторому некасательному 
пути к точке z0, в которой Г имеет конечную кривизну и такова, 
что G (w, z0) € Пі и существует в точке w0, то ряд Фабера

ОО

функции f(z) сходится в точке z0 и f (z0) = ^апФ„ (z0).
О

Существует такая область G и такая {ап}, что сумма ряда (1) обла­
дает в некоторой точке угловым граничным значением, ап = О(\[п), 
но ряд (1) все же расходится в этой граничной точке.

Выражаю глубокую благодарность М. А. Лаврентьеву, под руко­
водством которого выполнена настоящая работа.
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* В заметке (4) допущена неточность в формулировке теоремы 1. Теорему 1 сле­
дует читать: Если Г такова, что 'фР+і) (w) £ и ф<-₽+2) а у f (г) прими­
тивная р-го порядка fp (z) принадлежит классу Ег в G, то f (z) представима 
своим рядом Фабера, сходящимся равномерно внутри G и абсолютно.
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