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Пусть А — нелинейный оператор, действующий в банаховом про­
странстве Е и преобразующий нуль 6 этого пространства в нуль. 
Тогда уравнение

Аф = Хф (1)
имеет тривиальное нулевое решение 6 при всех значениях парамет­
ра I. Те числа К при которых уравнение (1) имеет отличные от 0 ре­
шения <р, называют собственными числами оператора А, а соот­
ветствующие решения ф — собственными векторами (собствен­
ными функциями). Число Хо называется точкой бифуркации 
оператора А, если любым числам е, о)>0 отвечают такие собствен­
ное число X и собственная функция ф, Аф = Хф, что IX—Х0|<е, 
И1К8-

Пусть оператор А вполне непрерывен и дифференцируем в точ­
ке 0, т. е. представим в виде Аф = В^о + ш (ср), где В — линейный опе­
ратор и lim • = 0- Оператор В также будет вполне непреры­
вен (1). Точками бифуркации оператора могут быть только соб­
ственные числа линейного оператора В (это утверждение 
для некоторых случаев было указано еще Ф. С. Ясинским (2)). Однако 
нельзя утверждать, что все собственные числа оператора В — точки 
бифуркации оператора А (как показывают противоречащие примеры). 
В (3) один из авторов настоящей заметки показал, что все собствен­
ные числа нечетной кратности оператора В будут точками бифур­
кации. Вариационно-топологические соображения позволили по­
казать, что для потенциальных операторов А (операторов-градиентов 
некоторых функционалов), действующих в гильбертовом пространстве, 
справедливы более сильные теоремы.

В настоящей заметке мы получаем аналогичные результаты для 
операторов А вида УГ, где Г (Г6=6) — оператор градиента слабо непре­
рывного функционала, определенного в гильбертовом пространстве 
имеющий в точке 6 производную Фреше В, являющуюся линейным 
самосопряженным положительно определенным оператором. Опера­
тор J — некоторый унитарный оператор, совпадающий с единичным 
/ на одном инвариантном подпространстве оператора В, и рав­
ный — I на ортогональном дополнении.

В качестве примера укажем, что к исследованию операторов вида JV 
приводит изучение операторов Гаммерштейна Df, где

D ? W = К (х, у) ф (у/) dy, fy (х) = f[x, ф (а)], 
о

если выполнены следующие условия: оператор f действует из Lp вЕ
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(^—+ —= lj и дифференцируем в нуле пространства [р (*), при­
чем производная Фреше равна Г, оператор D имеет конечное число 
положительных собственных чисел; оператор D расщепляем в смысле (s). 
Тогда вопрос о разрешимости уравнения = эквивалентен во­
просу о разрешимости уравнения = Хер с оператором
приведенного вида. i

Во второй части заметки мы указываем некоторые новые общие 
признаки существования собственных функций (они представляют 
интерес, конечно, только для недифференцируемых операторов, так 
как для «гладких» операторов справедливы более сильные утвержде­
ния) и указываем на одно новое применение идей Л. А. Люстерни- 
ка (в/ к задачам о собственных функциях нелинейных интегральных 
уравнений.

Теорема 1. Пусть оператор Г (Г9 = 6) — нелинейный вполне не­
прерывный оператор, являющийся градиентом слабо непрерывного 
функционала Ф (ср) (Ф (9) = 0), определенного в гильбертовом про­
странстве ф.

Пусть оператор Г имеет в нуле 9 пространства § производную 
Фреше В, являющуюся самосопряженным положительно определен­
ным вполне непрерывным оператором. Пусть J — унитарный опера­
тор, коммутирующий с В и такой, что оператор JB имеет конеч­
ное число положительных собственных чисел.

Тогла наименьшее положительное собственное число оператора 
JB будет точкой бифуркации нелинейного оператора ТГ.

Говорят, что оператор Г является градиентом функционала Ф (ср), 
дифференцируемого с ограниченным остатком на множестве Тс^,

|Ф (ср + h)— Ф(ср) — (Гю, й) I и, и „если выражение —   —рцр——-—— стремится к нулю при \\h\\ ->0 
равномерно относительно ср € Т.

Теорема 2. Пусть Г (Г9 = 9) — нелинейный вполне непрерывный 
оператор, являющийся градиентом слабо непрерывного функционала, 
дифференцируемого с ограниченным остатком в некоторой окрест­
ности точки 9. Пусть оператор Г имеет в нуле 9 пространства § 
производную Фреше В, являющуюся самосопряженным положитель­
но-определенным вполне непрерывным оператором. Пусть J —уни­
тарный оператор, коммутирующий с В и такой, что оператор JB 
имеет конечное число положительных собственных чисел. Тогда 
каждое положительное собственное число оператора JB будет 
точкой бифуркации нелинейного оператора JV.

В качестве примера рассмотрим оператор Гаммерштейна

(Я/)? (л) = \К(х, y)f\y, (mesG<oo). (2)

При этом ограничимся простейшим случаем.
Теорема 3. Пусть функция f (у, и) непрерывна и непрерывно 

дифференцируема по и при у 6 G, где а — некоторое поло­
жительное число. Пусть fu (у, 0) = 1. Пусть симметричное ядро 
К(х, _у) ограничено и имеет конечное число положительных соб­
ственных чисел ..., Х„. Тогда каждое из чисел \п будет 
точкой бифуркации нелинейного оператора (2).

Для случаев, когда изучаемый нелинейный оператор в точке не 
имеет производной Фреше, доказать теоремы о существовании точек 
бифуркации не удается. Однако для операторов вида JV можно уста­
новить общие теоремы о существовании собственных функций.

Пусть гильбертово пространство § является ортогональной суммой 
двух подпространств и §2, первое из которых конечномерно. Эле- 
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менты будем обозначать через х, элементы — через у. Каждый 
элемент z 6 § тогда единственным образом представим в виде z=x+y. 
Через Е обозначим множество таких элементов z = x+y, для кото­
рых ||х|| > h||.

Функционал Ф (ср), заданный в будем называть растущим, если

lim Ф (<р) = + оо.
Ф € Е, II Ф II -> ОО

Через J будем обозначать оператор, определенный равенством 
J(x+y) = x—y.

Вариационные соображения с использованием одной леммы 
Л. А. Люстерника (7) приводят к следущим утверждениям.

Теорема 4. Пусть вполне непрерывный оператор Г (ГО = 0) 
является градиентом слабо непрерывного растущего функционала. 
Тогда оператор JV имеет не менее счетного числа собственных 
векторов, среди которых есть вектора со сколь угодно большой 
нормой.

Теорема 5. Если в условиях теоремы 4 существует такое 
с>0, что (Гео, ср) > 0 при (Ар, ?)>с, то оператор JY имеет кон­
тинуум собственных векторов.

Теорема 6. Если в условиях теоремы 5 с = 0, то среди соб­
ственных векторов оператора JY есть вектора со сколь угодно 
малой нормой.

Естественные приложения теорем 4 — 6 находят при установле­
нии существования собственных функций у операторов (2). Приведем 
два примера.

Теорема 7. Пусть симметричное ядро К(х, у) имеет конеч­
ное число положительных собственных чисел и ограничено. Пусть 
функция f (х, и) удовлетворяет условию

f(x, и) sign и>0 (x£G, I к|<а), (3)

где а.— некоторое положительное число. Тогда оператор (2) имеет 
континуум ограниченных собственных функций, среди которых 
есть функции со сколь угодно малым supremum’ом модуля.

Теорема 8. Пусть симметричное ядро К(х, _у) имеет конеч­
ное число положительных собственных чисел и удовлетворяет 
условиям-.

^|К(х, ?)|2 dxdy <оо, Ш 1\ (х, yy+zdxdy < оо (p>2), (4)
GO GO

где e — некоторое положительное число. Пусть оператор f: /ср (х) = 
= f[x, ?(х)] действует изLpв Ьч = 1), а функция f(x, и)
удовлетворяет условию:

f (х, и) sign и > а I и I — b (х) I и | — с (х), (5)

где я > О, 0<Т<1, b (х) € с (х) € L2. Тогда оператор (2) имеет 
в L2 (и в Lp) континуум собственных функций, среди которых есть 
функции сколь угодно большой нормы. Если дополнительно выпол­
нено условие (3), то оператор (2) имеет и собственные функции 
сколь угодно малой нормы.

Замечание 1. В условиях теоремы 8 не предполагается, что 
mes G < со.

Замечание 2. Если в условиях теоремы 8 р = 2, то условие 
(4) можно заменить требованием, чтобы ядро К(х, у) порождало в L2 
вполне непрерывный линейный оператор.

21



Различные теоремы о существовании собственных функций у опе­
раторов (2) с неположительно-определенными ядрами устанавливались 
ранее различными авторами при помощи топологических методов и 
при помощи теории М. Г. Крейна конусов в банаховом пространстве. 
Вариационные методы к установлению существования собственных 
функций у операторов (2) с некоторыми классами неположительно­
определенных ядер первым применил М. М. Вайнберг, который 
показал, что при некоторых ограничениях (см. (8)) операторы (2) 
имеют счетное число собственных функций.

Дополнительные сведения о собственных функциях операторов 
вида Jr можно получить, используя вариационно-топологические идеи 
Л. А. Люстерника (6) и один результат статьи (9).

Теорема 9. Пусть в условиях теоремы 5 (или 6) оператор Г 
является градиентом слабо непрерывного функционала, дифферен­
цируемого с ограниченным остатком на каждом ограниченном 
множестве. Пусть оператор Г нечетен. Тогда на каждом «гипербо­
лоиде» (Js, ф) = а, а>с, оператор JV имеет не менее чем Чп гео­
метрически различных собственных векторов, где п — размерность 
подпространства

Теорему 9 можно применить к изучению оператора (2) (сведя его 
исследование к рассмотрению оператора J (D1^)* если пред­
положить, что функция f(x, и) нечетна по u:f(x, — и) = — ф(х, и).

Поступило 
12 III 1953
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