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МАТЕМАТИКА

М. Г. ХАПЛАНОВ

К СПЕКТРАЛЬНОЙ ТЕОРИИ МАТРИЦ В АНАЛИТИЧЕСКОМ 
ПРОСТРАНСТВЕ

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 30 Ш 1953)

Интегральное уравнение

? W — / W + К (х, s) ср (s) ds, (1)
(Q

в котором С — спрямляемая жорданова кривая, а ядро К (х, s) непре­
рывно по обоим переменным, когда х € С, s ё С, имеет непрерывное 
на С решение © (х) — и притом единственное — для всякой непрерыв­
ной на С функции /(х) и для всех комплексных X, кроме собствен­
ных значений уравнения (1), не имеющих предельной точки на конеч­
ном расстоянии.

Если в уравнении (1) С принадлежит границе некоторой области G, 
а ядро — аналитическая функция от х внутри G для каждого значения 
s € С и непрерывная функция от обоих переменных, когда х € G + С, 
s Е С, то существует единственное решение ©(х) уравнения (1), ана­
литическое внутри G и непрерывное в G + С, для всякой функции 
/ (х), обладающей теми же свойствами, и для всех X, кроме собствен­
ных значений уравнения (1).

Наконец, если С лежит внутри G, К (х, s) — аналитическая функция 
от х для каждого s^C т непрерывная функция от обоих переменных, 
когда х € G, s € С, то существует единственное решение © (х), анали­
тическое внутри G, для всякой аналитической внутри G функции /(х) 
и для всех X, кроме собственных значений уравнения (1).

Основываясь на этих замечаниях, докажем следующие теоремы.
Теорема 1. Если. {gn (х)}—полная система или нормальный*  

базис в пространстве функций, аналитических внутри области G, 
то функции

* Т. е. пространство коэффициентов разложения вместе с точкой (я0, аъ . . .) 
содержит точки (д', д',.. .), где | a'k | < | ак |, k = 0, 1,. . .

hn (х) = gn (х) — X J К (х, s) gn (s) ds, re = 0, 1, 2,...,
(С)

также образуют, соответственно, полную систему или нормаль­
ный базис внутри G для всех У, кроме собственных значений урав­
нения (1), если С — спрямляемая жорданова кривая, лежащая 
внутри G, а ядро К (х, s) — аналитическая функция от х внутри G 
для каждого s^C и непрерывная функция от обоих переменных, 
когда x^G, s€ С.

Действительно, произвольная аналитическая внутри G функция /(х) 
может быть единственным способом представлена в виде

/ (х) = <? (х) — X К (х, s) © (s) ds,
(С)
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если X отлично от собственного значения уравнения (1), а ф (х) есть 
решение его. , ч

Если {gn (х)} — базис в G, то ф (х) можно разложить в равномерно 
сходящийся внутри G ряд

ф (х) = 2 а^п W-
П=0

Если {gn (х)} — полная система функций, то
ОО

? и) = 2 w + —+a^Skn w]-

Л = 0

Из последних равенств следует возможность разложения произ­
вольной аналитической внутри G функции /(х) в ряд по функциям 
{/гп (х)} или по их линейным агрегатам.

Для случая базиса легко доказать единственность разложения.
Теорема 2. Пусть спрямляемая жорданова кривая С принад­

лежит границе области G. Если {gn{x}}—полная система или 
нормальный базис в пространстве функций, аналитических внутри 
G и непрерывных в G + С, то функции

(х) = gn {х) — X j к (х, s) gn (s) ds, n = Q, 1,...,
(C)

также образуют, соответственно, полную систему или нормаль­
ный базис в указанном пространстве для всех К кроме собствен­
ных значений уравнения (1), если ядро К{х, s)— аналитическая 
функция от х внутри G для каждого s^C и непрерывная функция 
от обоих переменных, когда x^G + С, sf:C.

Теорема 3. Пусть

fo (х), (х),. .., fn (х),...

последовательность аналитических внутри круга | х | < И функций, 
матрица которой М преобразует ARi в Ак, Ri<_R- Тогда для 
всех К кроме собственных значений уравнения (1) с ядром

(2)

/=э 
последовательность функций

hn{x) = xn—\fn{x), n=0, 1,...,

есть квази-степенной базис в круге | £<;/?: она образует полную 
систему во всякой области, содержащей \s\ = Rlt в которой ядро 
К{х, s)—аналитическая функция от х для всякой точки s на 
окружности | $ | = Rv

Возьмем произвольно Точки v (1, z, z2,...), | z |<г, образуют 
о£раниченное множество в Ацр (х). Преобразование и = vAl переводит 
Д1/Я в Ацл, и ограниченное множество {kJ £ Ді/д, 121 г, в ограни­
ченное множество {«} € A1IRi, где и■ = vM = {fn (z)}, | z | < г (2). Сле­
довательно, существует точка и' € A1/Ri, мажорирующая все точки 
множества {и}, т. е.

.AWKl»»!, I^Kr, n = 0, 1,2,...
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Следовательно, равенство (2) определяет функцию К(х, s), удовлетво­
ряющую всем условиям теоремы 1; остается заметить, что

hn (х)=хп—1 j К(х, s) s" ds = х" — \fn (х). 
(С)

Теорема 4. Пусть

fn(x)=xn + g„(x), n = 0, 1,...,

функции, аналитические в | х | < R, а матрица последовательности 
{gn (х)} преобразует в Ar, R1<ZR. Чтобы функции {fn(x}} обра­
зовали базис в | х | < Ri необходимо и достаточно, чтобы они были 
линейно независимы в пространстве коэффициентов Ar.

Необходимость линейной независимости очевидна. Для доказатель­
ства достаточности, рассмотрим интегральное уравнение (1) с ядром

К(х, s) = 1 “ *п-М 
2тп 2-1 sn+1

На основании предыдущей теоремы, функции hn (х) = fn (х)> 
п = 0, 1, 2,..., образуют базис, если Х = 1 не есть собственное зна" 
чение уравнения (1), т. е. если

І ?(s)ds
\ 11=0 /

не имеет решения ®(х), аналитического в | отличного от нуля. 
Но последнее уравнение равнозначно условию

фп) (0) 
п\ fn (X) = 0.

В силу линейной независимости функций fn (х) в пространстве 
коэффициентов Ar, последнее равенство может иметь место только 
в том случае, если (0), = 0, « = 0 1,..., т. е. если <р(х) = 0.

Теорема 5. Пусть матрица /И последовательности {f,t(x)} 
преобразует Ar в Ar. Тогда для всех X, кроме собственных значе­
ний уравнения (1) с ядром (2) и кривой C|sl = /?, функции 
хп — Xfn(x), п = 0, 1,..., образуют базис в пространстве функций, 
аналитических внутри и непрерывных в

Действительно, точки v (1, х, х2,...), | х | <С R, образуют ограни­
ченное множество в A^r. Преобразование и = vM переводит про­
странство A^r в A^r и множество {т») € AiR, | х | R, в ограниченное 
множество {и} € A1/R, u = {fn(x)}, Следовательно, существует
точка Ai/# такая, что \fn (х) К«л, п = 0, 1,..., | х | < R. Отсюда 
следует, что функция К(х, s)—аналитическая внутри j х К R и непре­
рывная в | х | R для всякой точки s на окружности | s | = R. Остается 
применить теорему 2.

Теорема 6. Пусть Е —- нормальное пространство, обладающее 
свойствами-, а) в Е совокупность ортов образует ограниченное мно­
жество-, б) в Е и в Е* всякое ограниченное множество точек мажо­
рируется одной точкой.

Если {gn(x)} — базис в круге с коэффициентами из Е,
а матраца 7И последовательности {/„(х)} преобразует Е в Ar„ 
Ri>R, то функции {gn(x) — ^fn(x}} для всех Е кроме собствен­
ных значений уравнения (1) с ядром (3), указанным ниже, образуют. 
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базис в любом круге | х | < г, R<r<Rb они образуют полную 
систему во всякой области G, в которой {gn (л)} есть полная 
система, а ядро (3) — аналитическая функция от х для каждого 
s, \s\ = г, r~y>R.

Пусть матрица базиса {gn (х)}; следовательно, преобразует 
£ в и имеет обратную матрицу Л7-1, преобразующую AR в Е. 
Обозначим:

Согласно свойствам а) и б), столбцы матриц мажорируются 
одной точкой а(а0, агб AR. Следовательно, функции gn (х)— ана­
литические в круге |х|</?2, R2>R.

Строчки матрицы jV-1 принадлежат AVR. Поэтому функции

М*) = k = °’ t2,
П-=0

аналитические для |s| > R.
Очевидно,

2^7 $ gn&^ds^1’ п = R<r<R2.
I I__ I v", сС JI И ГІ I R

Положим

s) = ъа 2 A W (3)
fe=0

Точки i,...) для |s|=r, r>R, мажорируются точкой 

поэтому они образуют ограниченное множество 
в Дд и преобразуются в ограниченное множество точек {ЛЛ-1®} = 
= {«ft (5)}, |s| =r, в пространстве Е\ согласно б), существует точка 
Р (Ро- Pi> • • ■) f Е, для которой | (s) К pft, | s | = г, k = 0, 1, 2, ...

Тонкими (1, х, х2,...), T\<iRb образуют ограниченное мно­
жество Дуд, и преобразуются в ограниченное множество точек 
{vM} = {fk(x)}, |x|<^rn в пространстве Е*; согласно б), существует 
точка Т (то> Ті> • • •) € £”, для которой 1А(х)|<Лй, |x|<r1; k = О, 1,...

ОО

Ряд У1 сходится; поэтому ряд (3) сходится равномерно для 
h=o

(хК^П, |s| = r. Следовательно, K(x,s)—аналитическая функция от х 
внутри | х К R, для каждой точки s на окружности | s | = г, R < r<Z Ru 
и непрерывная функция от обоих переменных х и s.

Согласно теореме 1, функции {g„ (х) — \fn (х)} образуют базис 
в любом круге |х|<г, если 7?<г<^.

В частности, если g„ (х) — хп, п = О, 1, 2,., то Е\= Дд, матрица М 
последовательности {fn^x)} преобразует AR в ARl, R1'y>R, и функ­
ции {xn — \fn(x}} для всех X, кроме собственных значений ядра (3), 
образуют базис в любом круге |x|<r, R-^r^R^
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