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МАТЕМАТИКА

М. Н. МАРУШИН

О НЕОБХОДИМЫХ И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ ПРИМЕНИМОСТИ 
ПРЕДЕЛЬНОЙ ТЕОРЕМЫ ПОРЯДКА р <2

(Представлено академиком С. Н. Бернштейном 9 IV 1953)

Целью настоящей заметки является доказательство следующей тео­
ремы С. Н. Бернштейна, приведенной без доказательства в одной из 
его статей (г).

Теорема. Рассмотрим сумму случайных независимых величин 
п

= Xi, м. о. Xi = 0. Пусть т = Ln / Ўвў>® — произвольно малое 
1=1

число, где Вп — укороченная дисперсия Sn, соответствующая |xft| 
пусть C*k,p = M. о. |Xk\p содержит лишь значения \Xk\>Ln.

I-*аі >
В таком случае для применимости предельной теоремы данного 

порядка р необходимо и достаточно, чтобы

Мп,Р =

п ♦
s с^.р

—>0.
(Вп)Р,~ «->0°

(Условие необходимости предполагает величины х, равномерно пре­
небрегаемыми и имеющими 0 общей медианой).

Примечание. Предельной теоремой порядка р<2 (согласно 
терминологии С. Н. Бернштейна (х)) называют одновременное соблю­
дение двух следующих предельных соотношений:

вер. 1 
п->со У2к

t
e-^dz-,

—ОО

S' Р '
1 im м. о. t \р е~е/2 dt — Rp.

/в' К2тг 3 1

(1)

(2)

Теорема о применимости предельной теоремы порядка2 к сум­
ме Sn независимых случайных величин была доказана С. Н. Берн­
штейном в статье (х). Прежде чем доказывать теорему при р<^2, 
сформулируем две вспомогательные леммы, доказательство которых 
не представляет труда.

Лемма 1. Если интегральная функция вероятностей Fn(x) ве­
личины у п стремится равномерно к F (%), т. е. \Fn(x)-—F(x)\<^^n 
(— ооос), причем м. о. \уп\р<С ограничено для некоторого 
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4-»
Л>0 и j |x|PdF(x) существует, то при всяком положитель­

ном q<Zp
4-00

м. о. \уп\“ — IX|«dF(х)
—ОО

Ш
где (г«) стремится к 0 вместе с еп (равномерно при q^p'^pY

Лемма 2. Из условия вытекает справедливость
условия где q<_p.

Достаточность. I. При Ln = Вп

I х \ >Сп
dph(*X^M*

Тогда из известной предельной теоремы Бернштейна (2) следует (1).
II. 1) Введем вспомогательные случайные величины х^, определяе­

мые следующим образом:

и пусть

Xi = Xi, 

Хі = О,
если
если

| Xi | Ln, 

I Xi j Ln,

Очевидно, что условие Ляпунова порядка большего чем 2 для этих 
урезанных случайных величин х'. выполняется, а потому, по теореме 

о- 24-8
С. H. Бернштейна ^), lim м. о. n — /?24-а (8 > 0). Отсюда из

У К
леммы 1 следует (2) для суммы Sn.

При любом р>0 можно показать, что

м. о. (^ + 02 j dpk{x),

где м. о.

{к.К^л- ••••

содержит лишь те значения хъ. ■ > хп, которые

. удовлетворяют 
п-> ОО.

Отсюда

неравенствам {| xr |< Ln,... , | хп | < Ln}, и g

lim м. о.
«-»оо

{l^l\^Ln,

Jn

при

(2*)
—> І^ЛІ^л}

м. о.*

2) Разобьем на две части:

— м. о.= м. о.

px,KZn.....^„К^л}

И

«1<М

на

р
= RP.
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Для доказательства предельного соотношения (2) достаточно пока­
зать, что

Для этого введем вторую пару вспомогательных случайных вели­
чин х’і, определенных следующим образом:

= О,

— Xt,
и пусть

S"n=^Xi.

Тогда
р р

м. о.
Ув'п

2Р м. о. Sn м. о. — м. о.
Sn

• (4)

Но так как
П...... І-’Д^л}

км. о. W*,, Мпр + 2 (УИл,^)2

и выражение в квадратной скобке неравенства (4) стремится к нулю, 
то справедливо предельное соотношение (3).

Необходимость. По теореме Феллера (см. (3,4) существует 
такое Ln = т ]^Вп, для которого У § dFh (х) -> 0. Остается показать

, Щ>^л '^00

что M,tip-—^Q. Для этого, как и при доказательстве достаточности,
рразобьем м. о. Sn р

V в'п
на две части: на м. о. и на

м. о.* При этом м. о.
{1 xi I -С^л..... \хп I < £л}

Р
—>0, так как справедливо
П—>со (2)

для суммы S„ по условию теоремы, а (2*) справедливо по выполне­
нию условия Ляпунова для усеченных случайных величин х'..

Покажем, что при достаточно большом п

п с1 - У ' dFk w 
Ь1 И>£ пм. о.* Мп, р- (5)2

В самом деле, благодаря лемме 2 статьи С) необходимость доста­
точно показать лишь для симметричных случайных величин х» Исполь­
зуя симметрию, можно написать, что

S dFk(x).
1>£л> л...... ......................................................к„К£л} 1 * 1 I l> n

3 ДАН, т. 90, № 5



Из неравенства

И } dFk (х) > 1 — 2 3 dFk 
к=1 Л=11л1>^л

справедливого при п достаточно большом, вытекает неравенство (5), 
что, очевидно, доказывает необходимость условия (*) нашей теоремы.

Поступило
10 III 1953

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА

1 С. Н. Бернштейн, ДАН,24, № 1,3 (1939). 2 С. Н. Бернштейн, Теория 
вероятностей, 1946. 3 С. Н. Бернштейн, Изв. НИИ матем. и мех. Томск, ун-та,
3:1 (1946). * W. Feller, Math. Z., 40, 521 (1935).

730


