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1. Под числом будем понимать натуральное число (включая нуль); 
под функцией — арифметическую функцию, т. е. функцию, аргу­
менты и значения которой — натуральные числа.

Систематические исследования в области рекурсивной арифметики 
начинаются с работы Сколема (и). В тридцатых годах Гёделем было 
введено понятие п р и м ит и в н о й рекурсивной функции (2), 
Эрбраном и Гёделем — понятие общей рекурсивной функ­
ции (см. (V))-

В тридцатых же годах Черч и Клин разработали теорию Х-опре­
делимых функций (V) и Тюринг ввел понятие о вычислимой 
функции, значения которой печатает на бумажной ленте некоторая 
автоматическая машина (12).

Доказано, что каждая Х-определимая функция есть общая рекур­
сивная функция, и наоборот (5). Доказано также, что каждая вычи­
слимая по Тюрингу функция есть общая рекурсивная функция, и 
наоборот (13).

Это подкрепляет тезис, высказанный Черчем (х) и утверждающий, 
что каждая эффективно вычислимая функция вообще, т. е. каждая 
функция, для нахождения значения которой имеется алгорифм, есть 
общая рекурсивная функция.

Упомянутые работы (V,12) дают, таким образом, и некоторое кос­
венное уточнение расплывчатого понятия алгорифма.

Непосредственным уточнением этого понятия занимался А. А. Мар­
ков. Он ввел понятие нормального алгорифма и разработал 
теорию нормальных алгорифмов (8,9); терминология этих работ приме­
няется в настоящей заметке.

В рамках теории нормальных алгорифмов может быть определено 
понятие алгорифмической (в строгом смысле слова) функции.

Удобно предположить, что числа всегда записаны как слова в 
алфавите Ч = {|}, т. е. число п как слово „|...|“ (п черточек). Си­
стемы чисел будем записывать как слова в алфавите С = {|, *}, напри­
мер, систему Xi........хп как слово . *хп-

Определение 1. Функция © (^,..., хл) называется алгориф­
мической, если существует нормальный алгорифм 91 над алфавитом 
С такой, что

®(Xi........хп) ~91(хх*... *хп). (1)
Знак означает, что если осмыслена левая часть, то осмыслена 

также правая, причем они равны, и наоборот.
Определение 2. Функция © (хв ..., хп) называется вполне 

алгорифмической, если существует нормальный алгорифм 91 над
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алфавитом С, применимый ко всем словам вида х^.-^Хп и такой, что 
имеет место (1).

Естественно возникает вопрос о взаимоотношениях понятий алго­
рифмической и общей рекурсивной функций. Этому вопросу и посвя­
щена настоящая заметка.

2. Теорема 1. Каждая примитивная рекурсивная функция п 
аргументов вполне алгорифмична.

Теорема 2. Если функция (хъ .. ., хп+і) вполне алгорифмична, 
то функция

? (^i> • • •, хп) — Ру (ф (у, х^, • . ■ , Хп) — 0) 
алгорифмична.

Здесь Ру ( ) означает наименьшее из чисел у, удовлетворяющих 
условию в скобках; ру ( ) не осмыслено, если такого числа у нет.

Из теоремы 2 следует:
Теорема 3. Если функция ф(xv...,хя+і) вполне алгорифмична 

и для всех х1г., хп существует у такое, что
Ф (у, хь ..., хп) = 0, 

то функция
Ф (%!, ...,%„) = Ру (Ф (у, Х1( . . . , Хп) = 0) 

тоже вполне алгорифмична.
С помощью теоремы Клина (6) о нормальной форме общей рекур­

сивной и частичной рекурсивной функции (®), а также тео­
рем 1, 2 и 3 могут быть доказаны теоремы 4 и 5.

Теорема 4. Каждая частичная рекурсивная функция п аргу­
ментов алгорифмична.

Теорема 5. Каждая общая рекурсивная функция п аргумен­
тов вполне алгорифмична.

3. Рассмотрим алгорифмические функции одного аргумента. Каждой 
такой функции ф (х) соответствует нормальный алгорифм 31 над алфа­
витом Ч такой, что

ф(х)^31(х). (2)

Так как вместе с 31 условному равенству (2) удовлетворяет и каждый 
нормальный алгорифм, эквивалентный Э( относительно Ч, то можно 
предположить, что 31 есть алгорифм в двубуквенном алфавите 
А = { | , а); сделать это позволяет доказанная Н. М. Нагорным уси­
ленная теорема приведения (10).

Для доказательства рекурсивности алгорифмической функции <р (л) 
мы должны располагать некоторой арифметизацией слов в А.

Обозначим через Л, S, £ матрицы

Определение 3. а) Пусть дано слово Р в А:
Р = ^..Лк (^>0), 

где 5/ равно | или а тогда матрица & называется у-соот-
ветствующей слову Р, если

х X... X 
где

= (!</<*)
IS, если = а

и косой крест означает обычное матричное умножение;
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б) матрица называется -(-соответствующей пустому слову Л, 
Каждое слово Р в А имеет точно одну -(-соответствующую матри­

цу причем слово Р может быть однозначно восстановлено по мат­
рице (идея такой арифметизации принадлежит А. А. Маркову (’)).

При помощи такой арифметизации может быть доказана
Теорема 6а. Каждая алгорифмическая функция одного аргу­

мента есть частичная рекурсивная функция.
Лемма. Для каждого п > 1 существует нормальный алгорифм 

применимый ко всем словам вида х^.-.^Хп и перерабатываю­
щий такое слово в число, являющееся номером системы чисел 
х1г...,хп в некоторой взаимно-однозначной нумерации всех систем 
чисел х1г... ,хп с данным п.

Лемма позволяет распространить теорему 6а на общий случай:
Теорема 6. Каждая алгорифмическая функция п аргументов 

есть частичная рекурсивная функция.
Из теоремы 6 следует:
Теорема 7. Каждая вполне алгорифмическая функция п аргу­

ментов есть общая рекурсивная функция.
4. Теоремы 4 и 6 показывают, что объемы понятий алгорифмиче­

ской и частичной рекурсивной функции совпадают. Так же совпадают, 
согласно теоремам 5 и 7, объемы понятий вполне алгорифмической и 
общей рекурсивной функций.

Глубоко благодарен моему руководителю проф. А. А. Маркову, 
который посоветовал заниматься данным вопросом и содействовал 
выполнению работы.
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