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МАТЕМАТИКА

А. 3. ВАЛЬФИШ

ИЗОЛИРОВАННЫЕ ПРОСТЫЕ ЧИСЛА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 31 III 1953)

В этой заметке буквы d, j, k, п обозначают положительные целые 
числа; у — положительные четные; х — действительные числа, причем 
log log logx;>-l; р и q — простые. Буквой В без индексов обознача­
ются действительные числа, по модулю не превосходящие абсолют­
ных констант.

Серпинский (т) доказал очень просто, с помощью теоремы Дирихле 
об арифметической прогрессии, что имеются двусторонне изо­
лированные простые, в следующем смысле:

Для каждого п имеется такое р Ап, что ни одно из чисел 
p+j', j =1. 2....... п, не является простым.

Моей задачей будет вывести некоторые следствия из одной тео­
ремы Шнирельмана о простых числах-близнецах для проблемы Сер- 
пинского.

Простое р назову у-близнецом, если имеется простое q, для 
которого либо р — q=y> либо q — р = У- Число таких р^х пусть 
будет А (у, х). Брун (2) доказал, что

(1)

Эта оценка была затем обобщена Шнирельманом ((3), лемма 3) 
следующим образом:

Если у <х, то
А(у,х) = В^~х П (2)

Р I у р 
Р>2

Доказательство оценки (2) не приводится Шнирельманом ввиду 
того, что оно протекает аналогично доказательству оценки (1) у Бруна. 
Впоследствии детальное доказательство оценки (2) Шнирельмана в 
эквивалентной форме

ліу.^-я^іЦі+т-) (3)
РІУ

было дано с помощью метода Бруна Ландау ((4), лемма 23; см. также 
{5), теорема 88).

С другой стороны,

П f1 (4)
л I у 4 '
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Это следует из того, что

в соединении с известной оценкой

(см. (в), 217).
На основании (4) из оценки (2), т. е. (3), Шнирельмана вытекает, 

что

для у logx. (5)

Пусть 71Д (л) множество всех ^“близнецов /?<^х, log log log/? 1» 
у <logx (log log log x). Пусть, далее, 7Иа(х) есть множество 
простых р х, log log logр 1, не входящих в TWj (х). Число простых 
в множестве АД (х) обозначу pj (х), а в множестве М2 (х) обозначу 
р2 (х). Тогда, на основании (5),

о (*}= R —g—g- -S-i____ *?g х—
11' ' log2 x (log log log x)2 = B :-------- *_____

logx log loglogx '

С другой стороны,

pi W + p2 W ~ « W ~ .
Поэтому

p, (x) ~ .'S ' ' log X .(6)

Пусть теперь M есть множество тех простых р, где log log logp > 1, 
для которых ближайшее к р простое q удовлетворяет условию

14 Г I (log log logp)2 ■ (7)

Простые, входящие в это множество М, назову сильно изоли­
рованными. Пусть М (х) обозначает множество всех сильно изоли­
рованных /?<х, а р (х) — их число. По определению множества М2(х), 
для всякого простого р этого множества имеем, если q обозначает 
простое, ближайшее к р-.

\ч-р\ ____ log-У >____logp____
’(log log log X)2 (log log logp)2 ’

откуда условие (7) выполнено. Поэтому 7Иа (х) является подмноже­
ством множества М (х); следовательно, р(х)^>р2(х). В соединении с 
(6) отсюда вытекает

рМ~1~^М- (8)
Словами:
Почти все простые являются сильно изолированными. В ча-. 

стности, почти все простые являются двусторонне изолиро­
ванными в смысле Серпинского.

Далее, если ' являются совокупностью сильно
изолированных простых чисел, записанных в порядке возрастания, то, 
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повторяя рассуждение, проделываемое для обычных простых чисел 
(см. (6), 214), получаю

7л ~n log га. (9)

Наконец, из (8) следует:
Для любого k имеется ряд из k последовательных простых 

чисел
рп > pn+l, • . • , pn+k—l>

являющихся в то же время сильно изолированными.
Действительно, если допустить для некоторого k противное, то, 

коль скоро п^-пД/г), в любом промежутке 

qn X Цп+ь-1

имелось бы, по крайней мере, k + 1 простое число. Но это значило 
бы, что

lim sun р k - ^* + 1’
вопреки (8).
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