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О ХАРАКТЕРАХ ЧИСЛОВЫХ ПОЛУГРУПП С ДОСТАТОЧНО 
РЕДКОЙ БАЗОЙ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 10IV1953)

В этой заметке излагается обобщение результатов для сумматор- 
ных функций характеров числовых полугрупп с конечной базой (*) 
на случай бесконечной достаточно редкой базы.

Примем следующие обозначения (1-3). Пусть имеется мультипли­
кативная полугруппа G положительных вещественных чисел а 1 
с бесконечной базой ®1( ®2,..., ш,,... (®г>1). Наличие базы в G 
означает, что каждое число а € G однозначно представимо в форме 
а = ®^®^. .., где ®г € G и х. —целые неотрицательные числа.

Пусть в промежутке [1, ех] при произвольном х>0 находится 
конечное число я = я (%) базисных чисел полугруппы Си lim к (х) = оо.

А—>СО

Введем в рассмотрение нормированный характер у(а) полугруппы G: 
1° I X (а) I = 1 Для “ € G.
2° X (aW = X (а) X (Ю Для а, р € G.
Характер у. (а) определяется своими значениями на базе. Частным 

случаем таких характеров являются «обобщенные характеры» Ди­
рихле (2, 3).

Сумматорную функцию характера у (а) обозначаем через

Н (х) = * М-

Ради сокращения письма будем употреблять обозначения: lg2X — ;
= lglgx, Ig3х = lg lg 1g x и т. д.; е2(х) = е< е3{х} = ee'x и т. д.

Нашей целью является доказательство следующей теоремы.
Теорема. Пусть / (а) — нормированный характер полугруппы G 

X —» ос.
1. Если одно из чисел у(®*) = 1, а

то
т^х) = O(lgx),

Н (х) = О. (хЕ) (0<р<1).

2. Если все числа % (®г) отличны от единицы, но среди базисных 
1g ®ь 

чисел имеются два числа ®ь и чц таких, что число & =. —О I
разлагается в цепную дробь

[о0> а^, . . ., а^, • • •] 
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с медленно растущими неполными частными
а^ = О (ет (cv)) 

и знаменателями подходящих дробей 
(11)

(12)
где 0 < р < 1, причем

Г. (х) = O(\gm+lx),

W) = (0<н<1/2)-
Условия (1) теоремы выполнены для почти всех последователь­

ностей ®i, <о2> • • •» как это легко проверить, исходя из элементов 
метрической теории цепных дробей.

Нам потребуются еще следующие определения и обозначения.
Выберем из базы полугруппы G числа «j,. . ., о>х и фиксируем их. 

Пусть еху> max Совокупность базисных чисел из промежутка 
1<(<Х

[1, ех] разобьется тогда на две совокупности: фь..., ®х и «х+ъ • • • >
Введем теперь в рассмотрение два новых характера: хЛ (а) — ха­

рактер полугруппы gx с базой о>, . . ., о>х и с сумматорной функцией 
#х W; Хя(а) — характер полугруппы g„ с базой ®р.. . , «х, “x+j....... “л 
и с сумматорной функцией Н„ (х).

Очевидно, gx с gn с G.
При этом полагаем

Хх (®<) = Хп («п) = X (ш0 Для u>i € gx,
7.П (“i) = X (мі) для о>г € g„.

Легко видеть, что
(и) = Н (и) для и € [0, л]. (2)

Будем рассматривать при фиксированном х /.-функции характе­
ров хх и X*

“ у /а \ X
L (°. XJ - 2 - п С - z» (“,) тт1

v=l 7 ; = 1

И

°° У fa 1 п
L (* х.) = 2 - п (1 -

.=i * mi

(ряды абсолютно сходятся при а>0, где j = Res).
Обозначим

Мх = шах \Нх(и)\, М (х) = max | Н (и) |. (3)
«Оо. *] «€[о,л-]

Введем еще функцию Мёбиуса ц (а) полугруппы g^:
1, если а — 1;

— 1, если а = о>;;
‘х | 0, если / а; (4)

l(— I)1, если а = .. u>kl.

При этом d = . . Wkt будет обозначать делитель числа
Р = ®Х+1- • • “я-
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Лемма.
Mx(x)<2"_xM(x). (5)

Доказательство. Известную ^теорему из теории/.-рядов Ди­
рихле (4) можно сформулировать так:

Пусть ряд

/(*) =

где 1-<аі<а2<С - • • , lim av = оо, имеет своей абсциссой
v->oo

сходимости число Р; пусть, далее, положительное а >,8; тогда

XV ■ и 1г е ,, У а„ = hm \ —ds
— т—\ s!<«„<«* Г->оз }

где х — произвольное положительное число, а Я обозначает, что 
последнее слагаемое левой части равенства нужно брать с коэф­
фициентом, равным 1/2, если ех = aVo.

Полагаем в формуле (6) в одном случае f (s)]= L (s, хл). в другом 
случае f (s) = L (s, хД

Принимая во внимание, что

L (s> Хх) = L (s, xj И (І’— X W 
і=Л+1

после некоторых несложных преобразований получим тождество, 
для записи которого используем формулу (4):

7Л W = У !1 W Xn (d) Н- (х — 1g d).
d/P

Отсюда следует, что

| Пх (х) | < Т '- шах \Н„(х)\. (7)
«€[0, л]

Принимая во внимание (2), (3) и (7), получим неравенство (5).
Доказательство теоремы. 1. Можем считать, что юк=

В неравенстве (5) полагаем X = 1. Получим

М± (х) < 2я М (х). (8)
Но

2 Хг^*)—^,

следовательно,
^(х)>С1Х. (9)

Теперь из формул (8) и (9) и из условия, ограничивающего рост
•к(х), следует, что

М (х) > С2х^, 
т. е.

И (х) = Q (х“).
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X —^2 Пол?^^ ЧТ0 °>ft — Ш1’ Ш‘ — 0)2 В неравенстве (5) полагаем 

М2(х)<2*М(х). (Ю)
Оценка Н2 (х) проводится тем же методом, как в (Ч, небольшое 

изменение нужно внести только в формулировку леммы 4 (Ч. Оценка 
эта теперь такова:

^(л) = n(/lg^x).
Следовательно, для бесконечного множества значений х1 -> оо

А/2 (хг) > С3 j/lg^V. (И)

Теперь из формул (10) и (11) и из условия, ограничивающего рост 
л (х), следует, что

7W (х1) >C4((lgm х1)^, 
т. е.

Н (х) Q ((lgm%)7.
Заметим, что если т = 2, то достаточно выполнения первой части 

условия (1). Нужно только взять с <^4 1g 2.
Требование алгебраичности и од при условии г. (х) = О (lg4 х) 

дает
Н(х) = Q ((Ig3х) 7 (0<н<7з)-

Это утверждение следует из выполнимости условия (1) теоремы 
при т = 3, с = 2.

Считаю приятным долгом выразить глубокую благодарность проф. 
Н. Г. Чудакову, давшему мне ценные указания при выполнении этой 
работы.

Поступило
8 IV 1953
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