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С ПЕРИОДИЧЕСКИМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 20 III 1953)

1. Рассматривается система уравнений
dU И\
dt ~ Ai (О к + АгА
du ' '

~di~ = Ai (О и + P^V",

J = I» 2, — периодические функции периода <о.
Записываем (1) в виде следующего векторного уравнения:

ЧЕ = 1^ или^=^(/)х, (Г)

где X = ('“);/ = f ° ; ЗЕ = ~р^. дь = (Рп Р^\
\VJ 1 О) \ Ри p12J \рп р22) •

Подстановка
t

у = exp ( — ~ SpUr др (х) х (2)
О

где spur SP (т) — рг1 (т) -р р23 (т), переводит (Г) в систему
>=р«у, у=(₽), ■ (3|

spurP(z) = o, (4)
представимую в форме Гамильтона

dp дН 
dt dq ’
dq_ _ _ он (З')
dt др

с функцией И {р, q) - квадратической формой от р, q-.

2Н (р, q) = hnp2 ^h12pq + h22q2,

К*иентов ^ = \\Ы\ определяется по из [(Г) ра.

н = + SE'), (5)
где ЗЕ* - транспонированная к ЗЕ матрица.

329



2. Согласно теореме А. М. Ляпунова (J) о приводимости системы 
уравнений с периодическими коэффициентами, матрицу Y (t) фунда­
ментальной системы решений (3) можно представить в форме

Y (t) =D(t) eAt, Y(Q) = E, (6)
где D (Z) — действительная периодическая матрица периода, равного, 
вообще говоря, 2«; А — некоторая постоянная также действительная 
матрица; Е — единичная матрица.

Из соотношений Y (2и) = Y* (<о) и Y (2<о) = еЛ2“ = (ел“)2 следует, что
D(^) = ±E. (7)

Из (4) следует
spur А = 0.

Последнее означает, что при существовании у системы (3) неогра­
ниченных решений матрица А. может иметь только одну из следую­
щих канонических форм:

/0 0\ /х 0\(1 о; или —хд
3. Пусть

-^-^8риг^(т)(/т = 2р0; (8)

о

подстановка (2) может быть записана в виде

х = е^ег (/)у,

где г (t) — некоторая периодическая функция.
Если |х0= 0, то ограниченность решений системы (1) равносильна огра- 

ниченности решений системы (3). Если 0, то все решения (1) не могут 
быть ограниченными при £->4-оо. Если ро<СО> то для ограниченности 
решений системы (1) при Z-> + oo необходимо и достаточно, чтобы 
характеристические показатели р. системы (3) были больше или 
равны р0: Ро -С !г-

4. Пусть р = — X =/= 0 — минимальный характеристический пока­
затель системы (3). Это" значит, что матрица А из (6) имеет вид

где S — некоторая невырожденная матрица.
По истечении времени t — w, вектор у(Z)непроизвольного реше­

ния системы (3) повернется на угол Air + где k — фиксированное 
число; | ср | те. Пусть ?min ~ нижняя, ©шах— верхняя грань углов © 
по всем решениям системы (3). Назовем ©тах, |©шіп| максимальными 
угловыми отклонениями системы (3) (©шах + ! ©шіп | <«). В силу (6), 
(7) максимальные угловые отклонения системы (3) совпадают с мак­
симальными угловыми отклонениями преобразования у = Ву0; В = еАа. 
Найдем максимальные угловые отклонения этого преобразования.

При рассмотрении произвольных невырожденных матриц S можно 
ограничиться матрицами S вида

Действительно, S можно записать в виде произведения
_ /cos a COS Zfi 0 \

\sin а sin р/ \0 у2/ ’
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. _ 5 „ A 0\ ~ x _ /cos a cos p\ A 0\ /cos a cos ₽\-i
A~ \0 — \sina sin рДо — xj\sina sinP/ ’

следовательно, достаточно рассматривать матрицы
$_ /cos a COS ₽\ 

\Sin a sinp/

Векторы Si = s2 = являются собственными векторами
A °) м

преобразования By0 = Str0 -* S-1y0. При определении угловых от­
клонений важен лишь угол между векторами Si, s2, а не их распо­
ложение на плоскости, поэтому можно положить Si = т. е. огра­
ничиться матрицами S вида (*).

Положим
<9>

Задача свелась к нахождению экстремальных (минимальных) значе­
ний функции Ф (у0).

Матрица В, при сделанных оговорках на выбор S’, имеет вид:
/ех“ — 2 ctg Р sh Х®\

В = \0 е~х“ / '

В силу линейности преобразования В при подсчете углов отклоне­
ния можно ограничиться векторами у0 вида у0 = $.

Необходимое условие экстремума функции Ф (у0), у0 = состоит 
в том, что

Фт = 0.

После элементарных вычислений оно сводится к уравнению 3-й сте­
пени

L-3 + + R = 0, (10)

где L = 2ex“sh2k®, М= — 6ех“ ctg р sh 2k®, М = 4ctg2 р sh2k® (sh k®-|- 
+ ex“) — 2e"Xw sh2 \ш, R — — ctg p sh k® (4 ctg2 P sh2 k® -J- _ i); 7=ctg p
является решением этого уравнения, так как соответствует собствен­
ному направлению В (точка максимума cos ср).

Выделяя из уравнения (10) множитель 7 — ctg р, приходим к урав­
нению 2-го порядка

Ay2 + Ву + С = О,

где А = еХм sh2 )м, В = — 2eXm ctg р sh2 к®, С = sh2 k® (2ctg2p sh k® — e-x“). 
Его корни

e-X“
Tli2 = ctgp±^.

Подставляя их в (9), получим искомые минимальные значения: 
• л / \ 1 + ch х® cos ₽min Ф (т) = , —-дГ ,u' ch X® + cos р ’ 

откуда
। . 1 + ch X® cos В
I ®шах, min ■ ЭГС C0S "ch X® + COS p '
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При убывании р угол | <ршіп | убывает, ©шах возрастает. При возра­
стании X (Х>0) ?max увеличиваются (ф отсчитывается по ча­
совой стрелке, 3 — против).

5. Изменение угла ф решения системы (3) за время dt равно

откуда
* (У. У) (У. У) (у, у) '

со со

Лтіп (0 dt Фо Фд ^max (0 dt, 

о О

где Лтш, Лтах — минимальное и максимальное собственные значения 
матрицы Н.

6. Учитывая сказанное, получаем критерий:
Критерий ограниченности решений системы (1). Если 

хотя бы для одного Л = 0, +1, ; р, 0рл, имеют место не­
равенства

СО

Лл — Лтш СО dt < arc cos 1 ~ch 'со^ ;
J СП piow— COS Р ’

со

Лтах (0 dt — йтг < arc cos 
о

1 + ch p-pco • cos p 
ch yi0<o + cos p

где Иоопределяется no (8), a ЛппП(£), Лотах (0 — минимальное и 
максимальное собственные значения матрицы (5), то все решения 
системы (1) ограничены при £-> + оо.

При Но = О, полагая р = 0 и заменяя знаки <С на <5 получим кри­
терий ограниченности решений системы (3), совпадающий с крите­
рием 1° В. А. Якубовича (2).

Поступило
12 Ill 1953
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