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МАТЕМАТИКА

Действительный член АН Арм.ССР А. Л. ШАГИНЯН

О НАИЛУЧШИХ ПРИБЛИЖЕНИЯХ ГАРМОНИЧЕСКИМИ 
МНОГОЧЛЕНАМИ В ПРОСТРАНСТВЕ

В теории чебышевских приближений функций одного аргумента, 
вещественного либо комплексного, часто применяется неравенство, 
позволяющее оценить производную многочлена, обычного либо три­
гонометрического, по заданному максимуму модуля многочлена на 
данной совокупности (\ 2).

(2)

где ds — элемент дуги нормального сечения. В частности

В настоящее время имеются результаты, которые дают возмож­
ность установить такого же рода неравенства для пространственных 
гармонических многочленов и тем самым решить некоторые задачи 
чебышевских приближений в пространстве.

Теорема 1. Если Hn(x,y,z) — гармонический многочлен сте­
пени п и на сфере х2 + _у2 + z2 = р2

\Нп (х, у, z) I < М,

то в любой точке замкнутого шара

орнп
. dlp (1)

где К, 1^, • •., 1р — произвольные направления, а С — постоянная, 
зависящая, возможно, от р.

До казате льтво. Рассмотрим частный случай р — 1, заметив, что 
общий случай получится из него элементарным преобразованием.

На окружности любого большого круга Нп (х, у, z) обращается в 
обычный тригонометрический многочлен порядка”^ п относительно 
центрального угла этой окружности. Поэтому (2) 

дрНп 
dsp

i
< Мпр,

дрн„ 
д^р < МпР,

ср и & — полярные углы.
Оценим теперь нормальную производную дНп/дг. Представим Н„ 

в виде
Ип = о + Yir + .Ynrn,

где { Уь} — сферические функции
дНп
-—= Y± + 2r Y2 + ... + nrn~Wn,
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а на единичной сфере

Обозначим отрезки последней суммы через

Sk = Го + Гх + • • • + ^k, k = 0, 1, 2,.. ., п.
Тогда

TF = ^ - «о + 2 (s2 -,S1) + ... + „ (Sn _ 5л_г) =

= n -------------- -n--------—) • (3)

Но известно, что если f (P) — произвольная ограниченная и изме­
римая функция на сфере х2+_у2 + g2 _ ]( то

где С —абсолютная постоянная, а М = max \f (Р) | на сфере (3) *.  
Следовательно, из (3) получим

* В указанной статье Гронвалем оценена постоянная Лебега для средниях Чезаро 
ряда Лапласа. С и есть эта постоянная.

I дН» I

Для оценки второй производной д2Нп1дг*  пользуемся равенством 
Лапласа в полярных координатах

л г дНп\ а г дН \
^2- + sin2 а ( Г + sin a a (sin а ) = о.

В этом равенстве оценены все производные, кроме д2Нп1дг\ 
которую можно оценить, направив предварительно координатную 
систему так, чтобы в точке, где производится оценка, было а = я/2. 
Получаем:

дгНп I-^/-|<СЛГл2,

где С — новая постоянная, не зависящая от га и Нп.
Для оценки производных порядка >2 достаточно дифференциро­

вать равенство Лапласа по г и применить предыдущие оценки. Таким 
путем получим

дгр
< СМпр, (4)

а из неравенств (2) и (4) вытекает (1).
В самом деле, оценим сначала дР/п/дх, дНп/ду, дНп/дг в произ­

вольной точке А сферы. Проведем для этого плоскость через А и 
ось Ох. Тогда

дН„ дНп дН
COS (г; Ох) + cos (s; Ox),

где ds — элемент дуги этого сечения, as — направление касательной к 
ней в точке А. Из этого равенства вытекает

1^ 
I дх ^СМп.

Точно такие же неравенства получим для дНп/ду и dHnldz.
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Из гармоничности этих производных и из принципа максимума 
следует, что везде в единичном шаре

I д^п I^СМп, I dz I < CMn.

Таким же путем оцениваем смешанные производные любого 
порядка dpHnldx?'dyp,dzp,t р = р2 + р2 + Рз- Получаем

; dxPldyP2dzP2 |
Но произвольная смешанная производная дрНп/д1Ад12 ■ . • dlp по 

направлениям /2, • • •, 1Р выражается линейным образом через 
dhHnldxp'dyp*dzP2 (k=p1 + p.2+ps) и ограниченные коэффициенты, 
зависящие от углов между координатными осями, поэтому неравен­
ство (1) можно считать доказанным.

Из теоремы 1 вытекает:
Следствие. Если S — замкнутая гладкая поверхность и глав­

ные кривизны 1/^ и 1//?2 в произвольной точке А удовлетворяют 
условию

1 , 1 .—+ —<пост„

то из условия | Нп | М на S вытекает 
дрнп 

дЦ, д12,..., dlp I СМп»

везде в замкнутой области. С — постоянная, зависящая от р и от 
min (/?!, /?2); С < * где С, зависит лишь от р.

ПИП ^2'
Применим полученные неравенства к вопросу о наилучших при­

ближениях. Не приводя доказательства, сформулируем результат, 
который получается таким же путем, что и соответствующая теорема 
у Валле-Пуссена (4) в теории приближений функций от одного 
аргумента.

Теорема 2. Если f (Р) — произвольная непрерывная функция на 
замкнутой гладкой поверхности S, удовлетворяющей условию

1.1, 
< пост..

и наилучшее приближение f(P) на S (гармоническими многочле­
нами) удовлетворяет условию

(5)

где ® (%) — не возрастающая начиная с некоторого х и <о(л)->0 при 
х->оо, а также

ОО

'-^-dx<Zoa, (6)

то f(P) является граничным значением непрерывной в замкнутой 
области и гармонической внутри функции F(P), допускающей в 
замкнутой области производную дрЕ/д^д!^... д1р с модулем непре­
рывности

а [8 оо

<•> (о) <»> (х) dx + —X dx], (7)
а 1/8

где о. и а — постоянные, не зависящие от 8.
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то f (Р) является граничным значением гармонической внутри S и 
непрерывной в замкнутой области функции F (Р), допускающей непре­
рывные в замкнутой области производные (PF/d^. .. dlp по любым 
направлениям /п /2, . . . , 1Р, и эти производные будут иметь модуль 
непрерывности «> (6), удовлетворяющий, соответственно, условиям

Следуя Валле-Пуссену, можно доказать, что:
Если на поверхности S в условии теоремы 2 удовлетворяется

одно из условий:

пр+л’
0-<а<1;

с >0;
Пр (1g п)а ’ 

_С _ 
пр+1 ’

(
10 ($) J •

I ’
( C3|lg8|.

Сформулируем теперь теорему, обратную по отношению к преды­
дущим. Ограничимся случаем единичной сферы.

Теорема 3. Если F(Р) — гармоническая внутри шара D и dF/drp 
непрерывна в замкнутой области, а о» (В) — ее модуль непрерывности, 
то в IJ

En(F)<C^^^.

Наконец, отметим одно следствие из предыдущих теорем, пред­
ставляющее и самостоятельный интерес.

Теорема 4. Если F(x,y,z)—гармоническая в шаре функция, 
имеющая непрерывную в замкнутой области производную dpF/drp с 
модулем непрерывности о» (В) и

” (1g *)Р «

то и всевозможные производные порядка р будут непрерывны в 
замкнутой области. Можно оценить модуль непрерывности <«* (о) 
производной dPFjdly... dlp.

В частности, если ш (о) < 6а, а > 0, то
<о* (8) СВ 11g В

Если же предыдущий интеграл расходится, то можем утвер­
ждать непрерывность смешанных производных до порядка р — 1 
включительно.

Для доказательства достаточно применить последовательно тео­
ремы 2 и 4.

Замечание. Все предыдущее справедливо и при аппроксимации 
в плоских областях. Надо лишь в доказательстве теоремы 1 вместо 
неравенства Гронваля применить известное неравенство Фейера.
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Академии наук Арм.ССР
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