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МАТЕМАТИКА

А. Е. ЛИБЕР

К ТЕОРИИ ПОВЕРХНОСТЕЙ В ПРОЕКТИВНОМ ПРОСТРАНСТВЕ 
(Представлено академиком И. Г. Петровским 14 III 1953)

Множество всех одномерных подпространств ^векторного « + 1- 
мерного пространства Вп+А будем называть псевдовекторным п + 1-мер­
ным пространством и обозначать Каждое подпространство By 

 ,позначно определяется любым своим элементом 38, отличным от 
<ля; такой элемент, вместе с тем, определяет базис подпространства By. 
иксируя базис в пространстве Вп+1, мы находим компоненты 

(г = 1, 2,..., n + 1) указанного базисного элемента подпростран- 
ва By. При преобразовании базиса в Вп+Х компоненты 38’ преобра- 
ютсяй^р компоненты контравариантного вектора в Вп+р, при пре- 
разобании базиса в By компоненты 38' преобразуются как контрава- 

   зиангные векторы в одномерном пространстве, т. е. умножаются на 
  число. Векторное ^-мерное пространство можно рассматривать как 
  геометрическое пространство, изоморфное центрально-аффинному 

  %-пространству Eh. Так, пространство B„+i изоморфно Е„+ъ а подпро­
странство By изоморфно пространству Еу, являющемуся центрирован­
ной прямой в En+i (т. е. прямой, проходящей через центр f„+1). 
Поэтому псевдовекторное пространство 25л+і при указанном изомор­
физме отображается на множество всех центрированных прямых про­
странства Еп+у Система чисел 38’, определяющая подпространство By, 
очевидно, определяет контравариантный псевдовектор в Еп+ъ однако, 
на основании сказанного выше, можно рассматривать псевдо­
вектор 38' как связующий аффинор (L) двух центрально­
аффинных пространств Еп±у и Еу, являющийся контравариант- 
ным вектором в Еп+у, компоненты которого суть скалярные плотности 
веса — 1 в Еу (ибо в одномерном пространстве контравариантный 
вектор совпадает со скалярной плотностью веса —1). Эта точка зре­
ния на псевдовекторы в произвольном центрально-аффинном ^-про- 
странстве Ей распространяется вообще на любые псевдоаффиноры и 
дает простое обоснование алгебраических действий с псевдоаффинора­
ми и ковариантного дифференцирования псевдоаффиноров(2); последнее 
есть не что иное, как базисное ковариантное дифференцирование в со­
ставных многообразиях Ek (Xh) и Еу (А\)(3). Этим мы в дальнейшем 
будем пользоваться (см. соотношения (1), (2) и (5)).

Арифметизация проективного «-пространства Рп осуществляется 
взаимно-однозначным отображением Рп на псевдовекторное простран­
ство 23«+1, при этом компоненты связующего аффинора (псевдовектора) 
38г служат однородными координатами точки проективного «-простран­
ства Рп- Использование псевдовекторного пространства ЗЗл+1 удобно 
в том отношении, что переход к сопряженному « + 1-мерному вектор­
ному пространству и соответствующему псевдовекторному простран- 
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ству позволяет получать одновременно результаты для двойственных 
образов в Рп. Поэтому мы ограничимся в последующем изучением 
только точечных образов в Рп.

Поверхность т измерений S («/-поверхность) в Рп определяется с 
помощью отображения 38 (^°) (a, b,c,d, е = 1,..., т) некоторой области 
арифметического /«-пространства в псевдовекторное пространство 83л+і, 
причем предполагается, что относительно постоянного базиса в Вп+\ 
и некоторых постоянных базисов в соответствующих Вг компоненты 

(г/1) являются функциями от класса CN и, кроме того, £"г"'т ф О 
(где £'/1”",,и = 381'38'1 • • •^тЭ8'т1, да = д I д-г?). Перемена базисов в 
соответствующих Вг влечет умножение компонент связующего аффи­
нора Ж СФ1) на число у (уа); мы ограничимся такими преобразованиями 
базисов, при которых функция ? (уа) также принадлежит классу CN. 
Допуская регулярные преобразования уа' = fa' (уа), мы ассоциируем 
с «/-поверхностью S геометрическое /«-пространство Хт. Величина 

очевидно, является контравариантным простым псевдо-/« + 1- 
вектором и определяет поэтому т 4- 1-мерное векторное подпростран­
ство Вт^\, которое мы назовем соприкасающимся подпростран­
ством; ему соответствует в Рп касательная /«-плоскость к /«-поверх­
ности 5.

С каждой точкой уа /«-поверхности А сопоставляется радиаль­
ное пространство Еь изоморфное подпространству Въ определенному 
величиной 38(7/*); мы получаем, таким образом, радиальное состав­
ное многообразие Е^Хщ) (3). Если в радиальном Е^Хт) задана изоморф­
ная (т. е. линейная аффинная) связность (3) с помощью объекта 
этой связности, то т независимых псевдовекторов 38а = да Э8 + 38 
определяют подпространство Вт, которое назовем касательным 
подпространством. Касательное Вт изоморфно локальному касатель­
ному Ет ассоциированного пространства Хт. Очевидно, соприкасаю­
щееся подпространство Вт+1 может быть разложено в прямую сумму 
радиального и касательного подпространств: Вт+1 = Вх + Вт. Обратно, 
задание подобного разложения соприкасающегося подпространства в 
прямую сумму определяет некоторый объект линейной аффинной 
связности в радиальном Е-^Хщ). Так как задание касательного под­
пространства равносильно заданию второй нормали в смысле А. П. Нор­
дена (4), то задание линейной аффинной связности в радиальном 
составном многообразии оказывается равносильно заданию второй нор­
мали (в смысле А. П. Нордена) /«-поверхности в Рп.

Будем говорить, что задано оснащение /«-поверхности S, если с 
каждой точкой уа сопоставляется разложение пространства Вп+г в пря­
мую сумму #л+1 = Вт+1 + Вп-т, где Вт+\ есть соприкасающееся под­
пространство и Вп-т — оснащающее подпространство. Так как Вп-щ 
изоморфно Еп-т, то при наличии оснащения с каждой точкой т(а 
/«-поверхности S сопоставляется некоторое Еп-т, что приводит к осна- 
щаемому составному многообразию Еп-т(Хт). Если кроме оснащения 
задана также линейная аффинная связность в радиальном составном 
многообразии Е1(Хт), то «/-поверхность S будем называть доосна­
щенной. С каждой точкой г/' дооснащенной «/-поверхности сопо­
ставляется разложение В,,^ в прямую сумму: Вп+І = В^ Вт + Вп-т 
радиального, касательного и оснащающего подпространств, поэ­
тому дооснащенная «/-поверхность является нормализованной (4) 
и обратно. Пусть Пр (р, = 1,...,« — «/) —базис оснащающего под­
пространства Вп-т; тогда 38, 38а, пр образуют базис в Вп+Ъ по которому 
можно разложить псевдовекторы Хаь = да%а + Ча и векторы да Пр. 
Коэффициенты Га£ при 38с в разложении %аь по указанному базису 
образуют объект линейной аффинной связности в касательном состав­
ном многообразии Ет(Хт); легко проверить, что эта связность без 
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кручения. Аналогично, коэффициенты Гар при в разложении да пр 
по указанному базису определяют объект линейной аффинной связ­
ности в оснащающем составном многообразии Еп-т (Хт). Используя 
объекты 7а, Гай И Гар для базисного ковариантного дифференцирова­
ния (3) в соответствующих составных многообразиях и распространяя 
операцию базисного ковариантного дифференцирования на связующие 
величины, мы получаем деривационные формулы “для дооснащенной 
яг-поверхности в Рп в следующем виде:

Da X = Ха, Da 2£b — hab Пр 4* gab %, В а Пр = ЬарХе X 'Wap X. (1)

Распространяя тождества для второй альтернированной базисной 
ковариантной производной (3) на связующие аффиноры, получаем 
условия интегрируемости системы (1):

Rab — 2g[ab], h[ab} — 0, D[ahb]c = О,
Rabe — 2h{a\c\ hb}p — 28[O gb]c -p 2g[ab] ^c, D\ahb]p 4* ^[aWbjp = 0, (2)

Rabp = 2h[a\p\ hb]e, D[a gb}c 4" h{b\c\ Wa]p = 0 , D[a Wb}p + h [blpjgaje = 0, 

где Rab, Rabe- и Rabp. — аффиноры кривизны связностей в радиальном, 
касательном и оснащающем составных многообразиях, соответственно. 
Отсюда: заданием объектов fa, ГаЬ, ГОр и связующих аф­
финоров hab, hap, gab, Wap, УДОВЛеТВОрЯЮЩИХ УСЛОВИЯМ (2), 
дооснащенная m-п оверхность в Рп определяется с точ­
ностью до автоморфизмов проективного пространст­
ва. Следовательно, указанные объекты образуют фундаментальную 
систему объектов дооснащенной m-поверхности в Рп.

Теперь для построения геометрии произвольной m-поверхности S 
в Рп нужно указать инвариантную, т. е. определяемую самой т-поверх- 
ностью, линейную аффинную связность в радиальном составном много­
образии и также инвариантное оснащение, иначе говоря, нужно опре­
делить инвариантное дооснащение m-поверхности. Пусть 
объект \а и подпространство Вп-т определяют некоторое дооснащение 
m-поверхности S, а объект *ув и подпространство *Вп-т определяют 
другое дооснащение т-поверхности 5; пусть также пр и *пр — соот­
ветствующие базисы в Вп-т и ^Вп—т. Тогда имеем:

И = Пр -Т Гр Ха + Dp ЗЕ, *fa — fa 4* Vа* (3)

Связующие аффиноры Тр, Up, Va однозначно определяют переход 
от одного дооснащения m-поверхности к другому дооснащению. При 
преобразовании (3) преобразуются также все фундаментальные объекты 
дооснащенной m-поверхности, кроме связующего аффинора hab, по­
следний не меняется при преобразовании (3). Можно показать, что вся­
кому инвариантному дооснащению m-поверхности S соответствуют на 
этой m-поверхности при произвольном ее дооснащении связующие 
аффиноры Рр, Qp, Sa, которые преобразуются при преобразовании (3) 
по закону:

'Sa = Sa- Va, = Рр ~ К, *Qp = Qp - Р^ Ve + T' Ve = Up. (4)

Обратно, каждые три связующие аффинора Рр, Qp, Sa, определен­
ные на произвольно дооснащенной m-поверхности S и преобразую­
щиеся по закону (4) в силу преобразования (3), определяют инвариант­
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ное дооснащение «/-поверхности S, именно то, для которого Рр = О, 
QP = Q, Sa^Q.

Для построения величин Рр, Qp, Sa рассмотрим множество всех 
относительных инвариантов связующего аффинора hab и предположим 
существование хотя бы одного отличного от нуля такого инварианта /, 
имеющего вес kx относительно касательного Ет, вес относительно 
оснащающего Еп-т и вес k относительно радиального Ех, причем 
Мз=#0. Нетрудно убедиться, что указанные веса связаны соотноше­
ниями; kxm = — 2£, Л2 {п — т) = А; отсюда, возводя инвариант I в под­
ходящую степень, можно всегда добиться, чтобы kx = 2 (п — т) и 
k2 — — т, поэтому мы сразу предположим, что инвариант / имеет 
такие веса. С помощью этого инварианта строим связующий аффинор 
hp = ———. Далее, предположим, что из фундаментальных объектов 

и их дифференциальных продолжений (*) построен относительный 
инвариант ЭД отличный от нуля веса vx, v2, v относительно касатель­
ного Ет, оснащающего Еп-т и радиального Ех, соответственно, причем 
(2« — т) [(т + 1) + v] — (т + 2) (п — т) (vx — тц) фО и при преобра­
зовании (3) инвариант ЭД не преобразуется. Разделив этот инвариант ЭД 
на подходящую степень инварианта /, мы всегда можем достигнуть, 
чтобы для вновь полученного инварианта его веса относительно каса­
тельного Ет и оснащающего Еп~т были равны. Поэтому можно считать, 
что для инварианта ЭД имеет место: v1 = v2 и (т + 1) vx +

Теперь, используя законы преобразований фундаментальных объектов 
дооснащенной /«-поверхности при преобразовании (3), можно показать, 
что условия:

1
Sa + 1)«! + V} Da 51 = 0 ’

Qp = ~ hap {gab + Dasb - SaSb) + PepSe = 0, (5)

Pp±{Dehep - habp h£De hi) + ^4 hahp Sb - 0,

определяют инвариантное дооснащение /«-поверхности в Рп, т. е. этими 
условиями определяются инвариантный объект линейной аффинной 
связности в радиальном составном многообразии и инвариантное осна­
щающее подпространство В„ т. Очевидно, условия (5) можно заменить 
эквивалентными условиями Da2t=Q, Dehep = Q, hapgab = 0.

Следует заметить, что при /«2 + Зт > 2п равны нулю все относи­
тельные инварианты связующего аффинора hab и указанный путь по­
строения инвариантной теории «/-поверхности в Рп невозможен. Поэто­
му при т2 Зт>2п следует рассматривать соприкасающиеся под­
пространства более высокого порядка.
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