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В работе (*) С. Н. Бернштейн доказал следующую лемму о при­
ложимости предельной теоремы к сумме Sn произвольно связанных 
величин х, (i = 1, 2,..., п), которые он назвал почти независимыми.

Основная лемма. Пусть
п

Sn — ^xi, м. о. Xi = 0, м. о. х? = blt 
і=1

Если при произвольно заданных

м. о. (xi — а^ — b* и Ci представляет
Ху-Х^
матического ожидания | Хі |3, причем

м. о. S„ = Вп, Bn = ^bi. 
■і=і

х1г..., Xi—i m. o. Xi = a,, 
\-Xi-l

максимум условного мате-

(1)

то

z —> 
J n->co

, *
-L. ( e-^dt.

J

(2)

(3)

(4)

В настоящей работе мы покажем, что аналогичная лемма справед­
лива при обычном условии Линдберга, заменяющем условие (3). На воз­
можность такой замены С. Н. Бернштейном указано в работе (J) (стр. 
138—140). Для краткости письма положим

r'nk W = ^- 5 %2 dFk Гпк 5 х2 dFk W’ 
" I X |>тК n lx |>tK

где Да (л) — интегральный закон распределения вероятностей величи­
ны Xk, если известны значения случайных величин xlt..., Хь—ъ a Fk W —
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априорный закон Хь, — произвольное положительное сколь угодно 
малое число. Принимая во внимание указанные обозначения, теорему 
можно сформулировать следующим образом:

При выполнении условий (1), (2) и при соблюдении условия

ь=і

справедливо предельное соотношение (4).
Доказательство. 1. Как показал С.

соблюдении условий (1), (2) справедливо

Н. Бернштейн в ^), при
В'п 

соотношение lim „- = 1. 
п—>оо & П

2. Для доказательства теоремы покажем, что характеристическая фун- 
п

кция суммы (S„—^аі)іУвп при п->оо стремится е^12, т. е. кхаракте-

1 pристической функции закона Гаусса G(x)=^- е~*''* dt. Положим

xk~ak
Ув’п

— Ук И вычислим сначала характеристическую функцию k-vo

слагаемого yk 
ные значения.

в предположении, что у^..., у^ приняли произволь- 
Это обстоятельство отметим штрихом:

it 
е

Г П' —ОО 
Обозначим ak = j xdFk(x),

х — аь

Увп
dk= xdFk(x). Тогда

I X KtKs?

/ их~ak
П'

Ал__ ] eltX—^dFk(x) = \+ 5 (< AL^-\\dFh(x)+
Увп )

ttx~ak

\х\>тУ"Вп' У в'п
— l\dFk(x) + (e lt

J Увп
e"x_^dFk(x\

, Vb„
Оценим каждое слагаемое правой части:

„х —a k 2 ' / ч
-~Г rnk (т).— 1 2

I х |>тКв7

Легко показать, что

—it 
е ak

Ув„
= 14 Ув'п

61, где | Qi К 2.

f J
I л |>тКв7

Пользуясь этим разложением, можно получить оценку

- Ув'п.

+°О V
С cax~“k

-І Увп
2|Н/ м-д- Гnk \Р)-



По формуле Тейлора

( —1 =-4= (x-a*)t/XW —
^В" 7 ИВЛ |л|<гГ5п7

-Л 5 (х-а\)2^(х) + «2-^ 5 (*-403^W.
2В" I Л |<<В/ Вп ‘ | X |<тГ

где | 921 <1 / з!
І 5 (x-d^dF^x} <|ф 5 dF'k^^'-^r'^^.
Г Bn I X |<<.В^ I X |>тКя?

Покажем, что
4- \ (x-dkydF'k(x) = ^L + h, (5)
Вп \х\<хУв^

где
|М<^^+8г^)+Д.

В самом деле,
4- (х — dkydFk{x) =

В„ J_ " |л |<хО„'
= 4- \ (х - ahydFk (х) - rnk (т) + —(2 + 3 dF'h (л)Н

Вп -со " ІлкУв^'

+ V ^(Л)_4 ( dFk(x) = ^- + h,
в J в„ J в

п \х\<хУвп' \x\>xVBnf п

где 8a = ^^ + J(2 + 3 \ М^) +
В" В^ ,х]^п

+ $ dF'h^_r-nk^^^. $ JFh(x).

В" I х КтУв^' П I x l>TKBn

Отсюда легко получается неравенство (5) 

Jx-dk-)sdF'k 
П \х\<х]ГвУ'

<4-И I3 ^4- \ (% — akydF'k(x)^
В J

" I X |<Т)АВп'
Таким образом,

n

где

/2 bk , 0--^+b

4 + 4^ + 4



3. Вычислим последовательно характеристическую функцию 
т

Ч S У к
Gm (t) = м. о. е к=1

полагая |£|<М где 0 — произвольное число. Легко показать, что 
/ t* ьт\Gm (t) = Gm-1 Ю 1 — — -т) + Tm, ГДС | |< М. О. | $т |-
\ D п/
т b \

Обозначая ЕтУ) — JJ U—ПОЛУЧИМ> что
*=1 ' “ ^п'

п у П
Gn(t) = En(t) + En(t)^^-, \Gn-En\^yb\,

*=1 k k=l

где | у* К rnky) + Л- + 4^2 + \t |3^ +

м. о. I bk — bk \ г д \ 2 bh+—4; +

Благодаря условиям (2), (3*) Gп (t)-> е~1'12 при п->оо в любом 
промежутке —N<Z.t<ZN. Этим самым мы доказали, что вероятность 

п 1 zнеравенства ^yi<z имеет пределом е~*'12 dt при п-^оо. Благо-
І=1 —со

В’п
даря соотношению lim = 1 к тому же пределу стремится вероятность 

п->со D п
п

неравенства Sn —ai<z У Вп при п-^оо.

4. Наконец, применяя неравенство Чебышева, легко доказать, что 
/ п \ / _ /
( Еп ^ai]/ У#пи S" УК имеют один и тот же предельный за­

кон распределения вероятностей, так как 

когда п—> оо для любого сколь угодно малого положительного числа е, 

т. е. и для Sn /У~вп верно соотношение (4), ч. т. д.

Замечание 1. Доказанная теорема обобщает результат, получен­
ный О. В. Сармановым в статье (2).

Замечание 2. Если заменить условие (1) менее ограничительным

м.

(гдеж8 > 0),

указанным в сноске на стр. 140 работы С. Н. Бернштейна (1), то к 
сумме Sn будет применима несобственная предельная теорема 
/ в' \
[в этом случае lim-g- может быть не равен 1 L
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