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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ ЛИНЕЙНЫХ 
ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛИНОМИАЛЬНЫХ ОПЕРАЦИЙ

(Представлено академиком В. И. Смирновым 24 I 1953)

В настоящей работе используются определения и обозначения ра­
боты (Ц.

Определение 1. При T^Z nfQL положим
п

oT(f) = aT(f, х)^ J f(t)T(x-t)dt.
—п

Очевидно, что аг (/) € (7).
Определение 2. Пусть Е и суть пространства типа F6 и пусть 

TEZ. Говорим, что U есть линейная тригонометрическая 
полиномиальная операция типа Т из Е в если выпол­
нены следующие условия:

1) U есть линейная операция из Е в
2) если f^E, то U (f) ЕЪ-псг)',
3) если f^n(Tf то U(f) = «г(/).
Множество всех линейных тригонометрических полиномиальных 

операций типа Т из Е в обозначим 2(Т, Е, Символ U (f, х) 
означает значение, которое принимает функция U (/) в точке х.

Замечание. Операция ар сопоставляющая функции / тригоно­
метрический полином aT(f), сама принадлежит 2(Т, Е, £). Особенно 
важен случай, когда T=Dn = n-е ядро Дирихле. Тогда ат (/) = sn (f) = л-я 
частная сумма ряда Фурье функции f.

Норму операции от, рассматриваемой как линейная операция из Е 
в обозначим || ar 1g . (В работе (2) употреблялось обозначение || ||^. На­
стоящее обозначение более целесообразно.)

Определение 3. Последовательность {Тп}™=-т^£ называется 
допустимой, если для любого/€2 имеем

Ит II/— °гя (/) Ис = 0. л—>оо
В приложениях {Тл},^ является обычно последовательностью ядер 

какого-нибудь метода суммирования ряда Фурье. Все встречающиеся 
в литературе последовательности таких ядер допустимы.

Теорема 1. Пусть Е и & суть пространства типа F6, Tf^, 
Е, £). Тогда

Замечание. В случае, когда Т есть четный тригонометрический 
полином, эта теорема указана в работе (2).
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Теорема 2. Пусть Е и $ суть пространства типа Fa, Tn^Zr„ 
Un^2(Tn, Е, («=1, 2, 3,...), г — неотрицательное целое число, 

* ирр — натуральное число, u>^Q.KtP, Игл —-^ = 0. Тогда 
и->о+ ° 'г//

I. Если
||аГп|1| < оо, 

п—>со П \ /

то по любому |>0 найдется функция f^E^ такая, что-.

2) Mp.v.f.c a Е<1;
3) для любой функции f€

lim||f-^(/)k
Л—>со

L

где А* = А* (Е, г, р)>0.

“ последовательность {Тп}^ допустима, то по 
любому е>0 и любой последовательности натуральных чисел 
11 найдется функция f^E^ такая, что:

1) и 2) как в I;
3') для любой функции f€<g

> _Л_
«7« -L<o(~ ) ^2р+^> 
"£П пг \п)

где А = А(& Е, г, р, /<)>о.
Если названная П такова, что

и

11m — со 
л->оо Пг 
п^П

Нт || аТп ||| = оо 
п—>со 
п^П

то функция f € Е^ может быть взята 
3") для любой функции f € так, что выполнены 1), 2) и

и Л-^(/)к >

п^п — ы (—кг Іі£ 'п(.П пг \ П ) '* 1 п

Замечание, 
у них аргументов

при

при

при Е=С, £

при E=(g~L:
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Константы А и А* зависят
могут быть эффективно

г = 0:

Т = (д = С:

= L:

только от обозначенных 
определены. Например: 

Л’=2^/3;

А =-----1 .
22р+г~^ ’

А =___1
2^Р+г~2^>

А =__ 1
22р+г~^ •



Замечание. Частный случай теоремы 2, когда Тп суть четные 
тригонометрические полиномы, а г = 0, рассматривался, в несколько 
других обозначениях, в (2).

Определение 4. Пусть Е и £ суть пространства типа F3, 
U—линейная операция из Е в <§. Говорим, что U есть скользящая 
операция, если

^(/“) = [^(ЛГ при всех f^E, — оо<а<©о.
Важнейший пример скользящей операции есть операция а?.

Теорема 3. Пусть Е — пространство типа F3, Тп € Ип, 
Un££(Tn, Е, С) (п = \, 2, 3,...), причем операции Un скользящие; 
г, р, “ — как в теореме 2. Тогда, если

Q<6L = lim — о

то по любому е > 0 найдется функция f € Е^ такая, что-.
1) и 2) как в теореме 2;
3) для любого числа \ — оо < К < оо,

lim I X - Un (f, 0) I > —д__  л-х»1 «у, п^2Р+3/<А.,
где А* как в теореме 2.

Теорема 4. Пусть Tn£Zn, UnbZ(Tn, С, С) (п = 1, 2, 3,...) 
причем последовательность {Тп}^г допустима, а операции Un сколь­
зящие; г, р, ш — как в теореме 2. Тогда по любому е>0 « любой 
последовательности натуральных чисел П найдется функция f^C(r 
такая, что-.

1) ИЛЬ ІІЛЛІс <4

3) для любого числа X, — оо<Х<оо 

11m
Л—>ОО 

п^П

А 
2Р+4А ’

где А как в теореме 2.
Если названная П такова, что

lim V \Tn (t) \dt = оо 
л->со J 
п^П

и 
п

Ит \ I ЛЮ|^ = 0,
л->со n \nJj 7 1 
п^П —«

то функция С } может быть взята так, что выполнены 1), 2) и 
3) для любого числа X, — ©о < X <; оо

iiS J
nTtn 1 / 1 \ "г 2Р+*КА* ■

—п
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