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Развивая работы (1-4) по квантовой теории светящегося электрона, 
нам удалось вычислить квантовые поправки для полной интенсивно­
сти излучения. Ограничиваясь исследованием полной интенсивности 
излучения и не затрагивая вопросов, связанных с траекторией движения, 
мы можем решать нашу задачу в декартовых координатах, когда в слу­
чае постоянного магнитного поля Н можно представить вектор-потен­
циал в виде: Ау = Их, Ах = Аг = 0. Тогда решение уравнения Дирака

~ Я “ , е , где Р = v + - А I с

(Д — с (аР) — р3тс2) ф = 0, 
будет определяться матрицей 

4ф = g—icKt+ik2y+ik,z(д.)

ЎК+ k.AH^ (5),

(1)

(2)

__ І____(/2^A - k3B) H (;).

Здесь m = hk0/с — масса электрона; ?i#2 и — составляющие импуль­
са; Е = chK — ch k% + &2 + 2/у — энергия электрона; Hi — полином 
Чебышева — Эрмита порядка I; I — квантовое число; I = 
Е = (^ + ^2 / т). а амплитуды А и В характеризуют спиновое состоя­
ние электрона.

Рассмотрим излучение электрона, происходящее при переходе его 
из начального состояния (/, К, k2 = k3 — 0) в конечное (Г, К', k’, £3). 
В этом случае частота юп (п = I — I’ — номер гармоники) и интенсив­
ность излучения U7 будут, соответственно, равны:

шп =сх = с(К— К'), (3)
е2МД _ _ . ,

W = —\ sin 6 df) [ ] ах I2 cos2 0 I a212 + sin2 61 a3;2 — 
0 —+— _+— 1

— (a2 a3 + a3 и2) sin 6 cos 0] + , (4)
dx

причем подинтегральное выражение не зависит от азимутального угла 
® и поэтому, не нарушая окончательных результатов, мы положили 
® = л/2, т. е. направили импульс фотона Йх перпендикулярно к осих 
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Тогда матричный элемент а будет связан с матрицами Дирака а соот­
ношением:

а = sin 0-ixz cos 0 аф Г(5)

Подставляя сюда значение^для волновой функции (2), находим:

ki — —х sin 0, k3 ——xcosO, a = ^/'+a/rfx,

При вычислении матричных элементов мы должны усреднить их 
по начальным спиновым состояниям электрона (| А |2 = | В j2 = х/2, 
А+В = 0) и взять сумму по конечным состояниям (| Д'|2 = | Я |2 = 1, 
А'+В' =0). Тогда, вводя обозначение

/,=1/х 1
г тс V2l+1'1\ fl

00
$ е 2 (7)

и принимая во внимание, что с точностью до членов порядка п / /:
1 R2> ^-xsin26 1

2КК' = КК' - 2 Р ’ dT + 1 = —b 
h (8)

= ~ T / cos6> °>л = П®о(1 + ^, <o0 = ^,

находим, заменяя сумму по п интегралом, выражение для интенсив­
ности излучения:

9 9 9 ОО ТС

2 ) ^2dn sin 6 <Z0 4- — Л'л-1)2 +

+ cos2 6 (h'-i.i + If, z-i)2 + sin2 0 (htf — 4-
4-^- cos20sin6(Zr_M_1Zr_1,l4-Zz,rZr,I_1)]. (9)

Величина h,f пропорциональна полиномам Сонина — Лагерра:

Il v = т\хг е 2 (10)

где (11)
■ (12)

v=0
Найдем асимптотическое приближение функции If i для значений 

х, соответствующих максимуму излучения (0 — тс / 2, х^п2/^. С этой 
целью учтем, что функция li,v удовлетворяет дифференциальному 
уравнению (5): J

(|/xZr,t)4-+ 2* =0, (13)
и примем во внимание, что при х->0 решение становится равным

;?4Ж. ()4)
Согласно (2), асимптотическое решение уравнения (13), 

хорошо пригодное как в интересующей нас области х-^ 
666

одинаково
Хо (х<х0),



таки при %-» 0 (х>0), можно представить в виде

Л.г = а/ (15)
где

Об) 
X

а величина xQ находится из уравнения

Нг) - -о

х ~ -Ы—6 + І -К-П2 \ п7)
Ло== S^ + f + l) V 4 Ц + Г + 1)2 J • НИ

Отсюда при х->х0 имеем

Для того чтобы определить значение постоянной А, мы должны 
найти выражение для Лд- в другом крайнем случае х—>0. Раскроем 
интеграл (16) при х->0

± [- (1-Г) + (/-/') In + (г + у) In (Г + - (/ + у) In (/ + 4)}

Учитывая далее формулу Стирлинга

п\ = /2^ (т-)"(1 + О (I)), (20)

а также соотношение

• (21) 
находим

Л,г Ак /2 /А _L_ х Н (22)

Сопоставляя между собой равенства (15) и (22), получаем, что 
А = 1/к]Д2, и поэтому в интересующей нас области (х~>х0) асимпто­
тическое значение искомой функции будет равно

При помощи известных рекуррентных соотношений между поли­
номами Сонина — Лагерра легко показать, что

причем, пренебрегая величинами порядка п2112, мы имеем
6* 667



Д)*.  (25)

* Из (25) видно, что основной член разложения (п // = 0) является сравнительно 
/ПІС^малой величиной, имеющей при 0 = тс/ 2 порядок (1 — З2 sin2 0) = . Однако сле-
\ Е j

дующий член разложения (~п//), а также, как легко показать, и более высокие 
члены разложения (~п2//2 и т. д.) будут также содержать этот же множи­
тель, и поэтому в первом приближении (л / /1) мы можем ограничиться лишь чле­
нами порядка п /1.

** См. (3).

Принимая во внимание, что почти все излучение происходит в обла­
сти х —> хп, мы будем иметь, вводя новую переменную у =

Ц7 _ “о З2 Г Sin OrfO
с"2 J (і — р2 sin2 е)*̂

x (2в)

Этот способ вычисления полной интенсивности излучения, при 
котором мы переходим к асимптотическим значениям полиномов Со­
нина Лагерра до интегрирования по углу 0 (см. (3)), позволяет найти 
квантовые поправки к полной интенсивности излучения в предполо­
жении, что Используя далее равенства:

S к; w z-Mx - г> ) г + ■,) г

тс оо р2 7 И \ Эп—3
1р( sinеrfe 1 \ 2 J
2 : ' (1 — З2 sin2 0)п/2 = J (1 — £2 + ~ Л~1 ’

° ° ‘ Г(п — 1) (1 -З2) 2
окончательно находим:

m _ 2 £ 55ГЗ f h \ f Е ^2 , )
3 с \mc»J V 16 [mcR}\mc  ) +•••)’ 

где R — радиус орбиты.
*

Полагая Й—>0, мы получаем известную классическую формулу для 
излучения релятивистских электронов (р~1) в магнитном поле. Кван­
товые поправки к полной интенсивности излучения, так же как и к 
частоте излучения, становятся заметными лишь в области энергий (2):

(27)

(28)

р „(mcR'S1, 
Е-тс (-Г) ’ (29)

несмотря на то, что, как отмечалось в (2), переходы электрона с круго­
вых орбит на некруговые (переходы, которые нельзя объяснить клас­
сическим путем) становятся возможными при более низких энергиях:

Е^тс2 mcRy1*
(30)
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