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1. В данной заметке излагается новое доказательство принципа 
Мопертюи — Лагранжа, а также дается обобщение принципа Остро­
градского — Гамильтона на случай механических систем с линейными 
неголономными связями.

В одной из предыдущих наших работ (х) мы показали, что урав­
нение движения голономной механической системы, геометриче­
ская конфигурация которой определяется обобщенными координатами 

Qi> •••> совокупность которых мы будем обозначать 
через [уг], могут быть написаны в форме 

^ = 0,

где 
К=і/2(Т-ЗТ0), (2)

Т есть кинетическая энергия системы, а функция То представляет собой 
выражение Т, в котором переменными следует считать только коор­
динаты [/?;], а скорости [^/] фиксированными.

В другой нашей работе (2) мы преобразовали уравнения (1), перейдя 
от времени t к новой независимой переменной а при помощи соотно­
шения

-g- = 2^ + 2A, (3)

где U—силовая функция сил системы, а А — константа интеграла 
живой силы

T=U + h. (4)
Покажем, что уравнения (1) после преобразования (3) будут выра­

жать тот факт, что в истинном движении системы интеграл
A Pi

I = ^2Tdt=\^mvd^ (5)
t, А

достигает минимума сравнительно со всеми другими движениями, 
переводящими систему из положения Р^ в положение Ру и происхо­
дящими с одним и тем же значением константы А; через М обозна­
чены радиусы-векторы точек М системы.

Для доказательства отметим, во-первых, что, имея

1 = а = — U + h, (6)

623



можно (3) переписать в виде

< = /2Ў+й/(7)

откуда
(8)

где штрихи обозначают производные по а.
На основании (5), (6) и (8) будем иметь:

Од Од

/ = i d°= $ (9)
°0 °0

Далее составим 8/, обозначая ZU + 2Л через N, а также принимая 
во внимание перестановочность операций d и 8 для qi в силу голо- 
номности системы:

1 /о м VI dM d2M dN dmdm\ ' ’5 т ,+ 2^ > т д— л—л---- F л, т з— л— \Qk qr W da.\ dqkdqidqr dqt A dq^q,)4 4 J

Принимая во внимание aqida = d§qh будем иметь:

«J оСГлгХ1 dM dm - Л.уі дм д2М , 8/ = 2 \ hV Л w л— л— qk + \N 2_>т л— з—з------FJL d4t^4k X d?; dqkdqr 
Oo

. dN dm dm 1 dN dm dm\ ’ „+ ъ ъ —T Ъ, 2 1‘ ?'] ч° = о-

В силу произвольности 8^г получаем уравнения:

отт г о/ VI дМ дМ г’ । Г/о т т । о л. \ V1 dm д2М 2U + 2Л у т л— л— qk + (2<7 + 2Л >' т -х— 5—л---- FZJ dqi dqk ’ Z dqt dqkdqr
, „ dU -г-. дМ дМ dU X1 dm дМз • ' n+ 2 ЭГ 2 m ST. - 4 2 m J “‘Ч' = °- (10>

Теперь, если возвратиться к старому переменному t, а затем напи­
сать выражение функции К в развернутом виде:

1 V1 dmdm\- “,^^дт d^m ди\- .к=-г 2 т d^ W,{ qk q 1 + (2 m d^ ~ d^) +

+ члены, не содержащие вторых производных от координат, (11) 
легко увидеть, что квадратные скобки в выражении 8/ представляют 
собой левые части уравнений движения системы (1) и, следовательно, 
уравнения (10). Таким образом, принцип наименьшего действия дока­
зан. Очевидно, что и обратно, постулировав 8/ = 0 при прежних усло­
виях, мы найдем уравнения (1) движения системы.

2. Перейдем теперь к обобщению принципа Остроградского — Га­
мильтона на случай неголономных систем с линейными связями. Поло­
жим, что между геометрическими координатами системы, общее число 
которых равно s, существует р дифференциальных соотношений (не 
интегрируемых), которые можно написать в виде

dqi = ata dqa + at dt
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или

qi=aiaqa + ai (а = 1, 2, .7 = ^ + 1, k + 2, ..., k + p = s), (12) 

откуда вытекают соотношения и между вариациями координат системы 

Ці = аіл^а, (13)
показывающие, что система имеет только k степеней свободы. При 
этом мы вместе с другими авторами (3~6) применим к вариациям не­
зависимых координат коммутативность операций дифференцирования 
по времени и варьирования, т. е. будем пользоваться соотношениями

MqK = dlqa (а =1,2........... k). (14)
Покажем теперь, что действительное движение данной неголоном- 

ной механической системы отличается от всех кинематически возмож­
ных смежных движений, переводящих данную систему из одной кон­
фигурации (t = Zo) в другую (t — t^, тем, что в действительном дви­
жении интеграл

Л
ZI^^T-^-^ + ^^ + P^q^dt (15)

J к дЧі дЧі /

равен нулю. При этом Т есть первоначальная живая сила системы, 
когда еще не приняты во внимание неголономные связи (12); под Т 
подразумевается преобразованная кинетическая энергия системы, полу­
чающаяся после замены в Т зависимых скоростей через независимые 
по уравнениям связей; вариации 8^ вычисляются из уравнений свя­
зей; символом 8^; обозначаются вариации от qt как от независимых, 
т. е. для этих вариаций можем написать на основании (14):

bqidt = ldqi= d^qt; (16)

наконец, Ра выражается через обобщенные активные силы посред­
ством соотношений

Ра = Q + Qi а1а. (17)

Для доказательства нашего предложения произведем следующие 
преобразования в подинтегральном выражении в (15):

f87++)*“=
(18)

Далее:

= — С аы — aia) 8^a dt + V АД- (19)
J dq. I dqa d<lb 1 J dt dqtta 1 0
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A
(20)

ft t 1
(' d dT » ,,\ —r —.-8qtdt.J dt dq{

В результате, вследствие (18), (19), (20), выражение 8/ примет вид:
Л

di dqa + dqa + dq{
дТ 
dqt

Но в нашей предыдущей работе (2) мы показали, что уравнения 
действительного движения неголономной системы могут быть напи­
саны в виде

d дТ дТ дТ qdq; . \ дТ
dt dqa dqa + — at«) — — ра = 0, (22)

откуда и вытекает, что 8/ = 0. Очевидно, что можно провести и обрат­
ное рассуждение: приняв, что 8/= 0 в действительном движении, 
получить уравнения действительного движения в форме (22).

Интегралу в правой части (15) можно придать другой вид, если 
ввести еще следующие функции: обозначим через Тг функцию Т, 
рассматриваемую как функцию только от скоростей [^J, и через 
Л—результат замены в скоростей qt через независимые qa по урав­
нениям связей. Тогда будем иметь:

8^ = ^-^, 8Л = ^8^. (23)
dq, dqt 7

В результате выражение 8/ в (15) примет вид:

81 = $ [8 (Т - Л + Л) + Ра 8^] dt. (24)
Л»

Если, наконец, активные силы имеют силовую функцию U, то

Ш а* ) S?“ “ Р« (25)

тогда / будет представлять интеграл

I = J ( Т- Л + Л + U) dt, (26)
/о

и, следовательно, выполнение условия 8/ = 0 в действительном дви­
жении системы будет выражать обобщение принципа Остроградского — 
Гамильтона на неголономные системы. Легко доказать, что в случае 
интегрируемости уравнений связей (12) мы действительно получим 
выражение обычного принципа Остроградского — Гамильтона для голо- 
номной системы с k степенями свободы и с координатами [^а].

Поступило
17 XI 1952
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