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МАТЕМАТИКА

М. А. КРАСНОСЕЛЬСКИЙ и Я. Б. РУТИЦКИЙ

ДИФФЕРЕНЦИРУЕМОСТЬ НЕЛИНЕЙНЫХ ИНТЕГРАЛЬНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ В ПРОСТРАНСТВАХ ОРЛИЧА

(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 2 II 1953)

Общие принципы функционального анализа позволяют исследовать 
уравнение ф = ПК (Н — нелинейный оператор), когда Н — оператор, 
вполне непрерывный в некотором функциональном пространстве. 
Более тонкие теоремы (о точках бифуркации, об устойчивости реше­
ний, собственных функциях и т. д.) удается установить, когда И — 
дифференцируемый оператор.

В настоящей заметке мы исследуем оператор

Я® (х) = J К (х, у) / [у/, ф (у/)] dy, (1)
о

где G — компактное множество «-мерного пространства. Оказывается, 
что операторы (1) с широкими классами ядер К(х, у) и нелинейных 
функций f (х, и) могут быть изучены при помощи пространств Орли- 
ча (\ 2) (см. также (3)). Доказательства излагаемых теорем используют 
результаты, изложенные в (3-7).

Всюду в дальнейшем мы будем предполагать, что при любом о.

\ ^ЛЦаЛДх, у/)] dx dy <Z оо, (2)
О О

где М (и) — некоторая М-функция. Относительно нелинейной функ­
ции /(х, и) предположим, что она удовлетворяет условию

|/(х, и)|<а(х) + А?(|«|) (х € G, — оо<«<оо), (3)

где a(x)^-0, a R (и) — монотонно возрастающая неотрицательная 
функция.

Теорема 1. Для того чтобы условия (2) и (3) гарантировали, 
что оператор (1) действует в каком-либо шаре некоторого про­
странства Орлича, необходимо, чтобы при больших и выполнялось 
условие

R (и) < a7V(-1) [М (?и)], (4)

где а, р — положительные постоянные, N^Xu)—функция, обратная 
к N'-функции N (v), дополнительной к М (и), а функция а (х) принадле­
жала Ln.

Из дальнейшего видно, что в основных случаях условие (4) яв­
ляется достаточным для полной непрерывности опера­
тора (1) в единичном шаре некоторого пространства Орлича.
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Теорема 2. Пусть функция N'(v) удовлетворяет Д' -условию. 
Пусть в условии (3) o\x)£Ln. Пусть выполнено условие (4). Тогда 
оператор (1) вполне непрерывен в некотором шаре простран­
ства LM.

Теорема 2 охватывает случаи, когда функция М (и) из условия (2) 
растет при и->оо быстрее некоторой функции ійі1*-* (е>0).

Л'-функции М (и) и (и) будем называть эквивалентными 
и писать М(и)— (и), если = Т^. Будем говорить, что М'-функ-
ция удовлетворяет Дд-условию, если М (и) ~ иМ (и) (например, 
функции, при больших значениях и равные, соответственно 
еи, еи\ и'п" и т. д.).

Іеорема 3. Если Л'-функция М (и) удовлетворяет Е3-условию, 
то дополнительная к ней. N'-функция N (и) удовлетворяет ^-усло­
вию, причем М (и) ~2V[M(«)] и при больших значениях v

ф | МЬ1) (| v |).< N Р | V | М(-1) (| v |),

где а, Р>0, а — функция, обратная к М (и).
Функция I v IМ11 (XI) будет, в частности, М-функцией, если при 

больших г/ справедливо неравенство 2 [ЛТ (г>)]2 — М (г/) /И" (v) 0.
Когда функция М (и) удовлетворяет Д3-условию, то условие (4) 

эквивалентно выполнению при больших и неравенства
R(u)<M№) ф>0). (5)

Теорема 4. Пусть функция М(») удовлетворяет ^-условию, 
а дополнительная к ней N'-функция — &-условию. Пусть 
\ а (х) [a (x)]dx<^oa. Пусть выполнено условие (5). Тогда опе- 
о
ратор (1) вполне непрерывен в некотором шаре пространства ! *м.

Условиям теоремы 4 удовлетворяет, например, оператор (1), если 
j у)| dx dy < оо, |/(х, и)Х й (х) +

о а

\ а (%) In [а (х) + 1] dx < оо. 
о

Если функция М (и) при и —»оо растет медленнее любой степен­
ной, то (без существенного ограничения общности) можно предпо­
лагать, что N (*») удовлетворяет Д3-условию. В этом случае условие 
(4) эквивалентно выполнению при больших и неравенства

R («X аТИ (и) / и (а>0). (6)
Теорема 5. Пусть функция П (v), дополнительная к М(и), 

удовлетворяет А3-условию. Пусть а (х) € L*N. Пусть выполнено усло­
вие (6). Тогда существует такое пространство Орлича, в котором 
оператор (1) действует и вполне непрерывен.

Условиям теоремы 5 удовлетворяет, например, оператор (1), если

j J | К(х, у) | In [| К(х, у) | + 1] dx dy > оо, 
о а

\f{x, и) | <6. а (х) + b In (| и | + 1), j dx< оо. 
о

Пространство Орлича, в котором действует оператор (1) в усло­
виях теоремы 5, конструируется по ядру К{х, у). Можно показать, 
что нет такого универсального пространства Орлича, 
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в котором бы действовали и были непрерывны все 
операторы (1), удовлетворяющие условиям теоремы 6.

Оператор (1) представим в виде Н = Af, где А — линейный интег­
ральный оператор, порожденный ядром К(х, у), a fy(x) = f[x, ф(х)]. 
Для выяснения условий дифференцируемости оператора (1) нужно 
вначале выяснить условия дифференцируемости оператора f.

Пусть оператор / действует из шара Т с и L*Mt и имеет в точ­
ке сро Т производную Фреше Д. Если почти при всех х € G суще­
ствует производная fi [х, ?oW]> то, очевидно, fy^ (х) = fi [х, ®0(х)]ф(х). 
Ниже мы будем предполагать, что выполнено неравенство

I / [х, ®0 (х) + «] - / [х, ©о W] - fu [х, ф0 (х)] и К Р (и |)
(х € G, —оо <и<^оо), (7)

где Р (| и |) — некоторая неотрицательная функция.
Теорема 6. Чтобы условие (7) могло гарантировать дифферен­

цируемость оператора f (если P(u)=fO), необходимо, чтобы для 
любого е>0 при больших и выполнялось неравенство М2 (u^M^suf

Условие теоремы 6, в частности, выполняется, если М1(и) = 
= 7W2[Q(«)], где Q (и) — некоторая N'-функция.

Теорема 7. Пусть оператор f действует из некоторой окре­
стности точки ®0(х) € Lm, в классе Lm,. Пусть выполнено условие 
(7), причем функция Р(и) непрерывна и порождает оператор &

(х) = Р [<р (х)], действующий из некоторой окрестности нуля 9 
пространства Lm, в класс Lm,. Пусть, кроме того, функция Р (и) 
удовлетворяет, условиям: а) Р(0) = 0, Р' (0) = 0; б) существуют 
такие г > 1 и ц, v > 0, что при больших иъ и2 из иг <; и2 следует 
R (и^ / u^^pR (уи2) / иг2. Тогда оператор f имеет в точке фц(х) 
производную Фреше fv

Условие б) очевидным образом выполняется, если при больших 
значениях и функция Р(и) совпадает с некоторой М-функцией, удов­
летворяющей Дз-условию. Другими примерами функций Р(и), удов­
летворяющих условиям теоремы, могут служить функции \и\г, 
|izjr(ln|w| + 1) И>1).

Теорема 8. Пусть выполнено условие (2), в котором функция 
М (и) удовлетворяет ^-условию, а дополнительная к ней N'-функ­
ция N (v) — &-условию. Пусть выполнено условие (3), в котором 
a(x) = a>0, a R(u) = М (Ьи) (Ь>0). Пусть выполнено условие (7), 
в котором ®о(х) = О и непрерывная функция Р(и) порождает опе­
ратор, действующий из некоторой окрестности нуля 9 простран­
ства в пространство LN=LN, причем Р (0) = Р' (0) = 0.

Тогда вполне непрерывный оператор (1) определен в окрестности 
нуля пространства Lm (с множеством значений в Lm) и имеет в 
точке 9 производную Фреше D = Af

Dy (х)= \ К (х, у) fu (у, 0) ® (у) dy. (8)
а

Для оператора (1), действующего в Lp, приведем более конкрет­
ный признак, который проще получить непосредственно, чем ссылкой 
на теорему 7.

Теорема 9. Пусть существует такое р>2, что

a) J \\К(х, y)\Pdxdy<f оо;
OG

б) \f(x, «)|<а(х) + &|ир~1 (a(x)6L ^-1, й>о);
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в)\f(x, и) —f(x, 0) —(х, 0) ц |< 2 М a; ?i W + b I и |P-1
j=l

\ 1 < at <p- l;?i(x)€
Тогда вполне непрерывный оператор [(1) имеет в нуле 6 про­

странства Lp производную Фреше D = Aj\.
Из результатов статьи (7) вытекает, что в условиях теорем 

8 и 9 при дополнительном условии f(x, 0) = р каждое 
собственное число нечетной кратности оператора (8) 
будет точкой бифуркации оператора (1).

Будем говорить, что А"-функция М (и) удовлетворяет Д2-условию, 
если она эквивалентна /И2 (и). Примерами таких ^-функций могут 
служить А -функции еи —1, е'"'1 — — 1 и т. д. Непосредственно из
определения следует, что если V-функция удовлетворяет Д2-усло- 
вию, то она удовлетворяет и Д3-условию.

Простой признак того, что А"-функция удовлетворяет Д2-условию, 
дает следующая теорема.

Теорема 10. Пусть найдется такое а>0, что функция 
и alnM(«) Не убывает при значениях и, больших некоторого 
ио > 0. Тогда N'-функция М (ц) удовлетворяет ^-условию.

Важность класса /V -функций, удовлетворяющих Д2-условию, в ча­
стности, оправдывается следующей теоремой.

Теорема И. Пусть N'-функция М(и) удовлетворяет ^-усло­
вию. Тогда дополнительная к ней N'-функция N (у) удовлетворяет 
Е'-условию.

В (8) дано определение оператора Н, асимптотически близ­
кого к линейному оператору D. Асимптотически линейные опера­
торы обладают рядом важных свойств. Например (8), каждому соб­
ственному числу нечетной кратности оператора D соответствует 
непрерывная ветвь собственных функций оператора И. Из принципа 
Шаудера (см., например, (9)) вытекает, что уравнение ч^ = \Н 
имеет в Е по крайней мере одно решение, если" опе­
ратор Н асимптотически близок к нулю (Dy = 0, ф € Е).

Отыскание условий асимптотической линейности оператора," дей­
ствующего в пространстве Орлича, проводится при помощи тех же 
рассуждений, как и отыскание условий дифференцируемости опера­
тора. Приведем одно частное утверждение.

Теорема 12. Пусть выполнены условия
Ц |К(х, у) |/?[^(х, у) |]t/xt/y<oo, \f(x, я)|<а(х)+/?(|«|), 
о а

а (х) € Ех, 
где R (и) — функция, обратная к N'-функции N (у), удовлетворяю­
щей ^-условию. Тогда оператор (1) асимптотически близок к ну­
левому оператору в LM.

В качестве R(u) в теореме 12 могут фигурировать, например, 
функции, при больших значениях и равные In |и|, j/ln^ul и т. д.
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