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НЕУЛУЧШАЕМЫЕ ОЦЕНКИ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИХ СУММ
С ПОКАЗАТЕЛЬНЫМИ ФУНКЦИЯМИ

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 8 I 1953)

В работе (х) мною был указан класс величин а, для которых суммы 
р

S=2 (т =/= 0, целое) (1)
л:=1

имеют оценку, близкую к «средней»:

(с = с(т))*.

* В О рассматривается случай /и = 1; без каких-либо изменений метода резуль­
тат распространяется на случай произвольного т=р0 (с соответствующей заменой с 
на с (т)).

Вопрос о возможности улучшения этой оценки для какого-либо а 
оставался открытым.

Ниже выводятся новые оценки сумм вида (1); получающиеся 
результаты ни для какого а уже не могут быть существенно улучшены.

Лемма 1. Пусть целые т>\ и ^>1 взаимно просты, афО 
(mod т) и t кратно показателю, которому принадлежит q по 
модулю т. Тогда для всякого целого N^—\ будет

N+mt 2т —--------
2 е =0. (2)

л=^+l

Доказательство. Согласно определению т для всякого цело­
го ^>0

7Т*=1  (mod т).
Суммирование по k дает

■ 1

--=Л (mod т) (%>0), 
q -1-------------------------------------------------------------(3)

qxx^ 1 + x(qx — 1) (modm(^T—1)).
Используем полученное сравнение для вычисления суммы (2):

N+mx 2т —q—— т т-х 2т
2 е -(^т-1) = 2 2 е

x=N+l л,=1 ж2=0

m-i 2^i +х2(ут-1)]
2 е т =2 е

л . aqN+x' , „ . aqN+x'x%2т—--------- т~1 2т—--------
т (qx — 1) 2 е т
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Внутренняя сумма в последнем равенстве обращается в нуль для 
всех значений чем лемма доказана.

Пусть и взаимно просты. Определим величины mv
рекуррентным соотношением

тч+1 = m4(q^ — 1) (v = 1,2,...),
где т < с2 <С • • •—произвольные числа, кратные показателям, кото­
рым q принадлежит, соответственно, по модулям т21... Пусть, 
далее, числа Ир п2, • • • определены соотношением nv+1 = пч + (v),
л = 6, где ф (v) > 0 — произвольная возрастающая целочисленная 
функция. Тогда справедлива следующая лемма:

Лемма 2. Для всякого а., заданного рядом

а=2 —— 

v=o
(4)

и всякого Р из интервала Пк^Р<^Пк+! выполняется оценка
р
У е2тгпа1/Х = О (т 4= 0, целое). (5)
Л=1

Доказательство. Представим Р в виде

Р = nk + rmktk + г'-, 0<г<^(^);

Разобьем сумму (5) на части:
Р А-1 "i+l nk+rmk'ck

2 = 2 У eatfma?* + е^1тачх+ О (mkTk).
Х=1 1=1 х=л.-|-1 х=п.+1I к

Введем обозначения:

|Ф(0 для 1 <І<Л — 1, 
& = 2 (>№ітадП'+Л

lr для i = A; Х=1

Тогда равенство (6) примет вид:
• h

5 = 2 S; + О (шл). 
і=і

Оценим суммы Si. Согласно определению, nv+1>>„ „ _ 
= mv(^-l)=0 (modmv), следовательно, 4 mv+1

« = 2 ------ Ц- + О (---- + О С'___________________________ L \
v=o mv+i9 v ^ті+2ЯП‘ + 1^ тІ+іЯПі \mt+2qni+i Д

Легко видеть, что (a;, mi) = 1. Действительно,

а‘ _ gi-i , 1 _ gi-i (9Ті ~і)9п‘ ~пі~і + і
ті+іЯпі т^і-і ті^ЧПі ті+і9"1 5

at = аі^і (qTi —l^i 4.1 = 1 (mod mt).
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Таким образом,

Ш)п1 +* =

а, 
а -- ----------- ---------- -

ті — 1) q"1

та^

mt (О4—!)

Отсюда следует, что

Si =
' та^

> р№і------ ;-------
■“ m^q1 — 1)

1
mi+2

Начиная с некоторого i, будет mi^>m. Так как (а,-,/п;)=1, то 
(mod/n,), и, в силу леммы 1, получим для i^>i0(m):

'т

Подставляя эту оценку в (7), приходим к утверждению леммы:

S = О

Пусть при Р->оо монотонная функция <?(Р) неограниченно воз­
растает. Определим а как в лемме 2 и потребуем, чтобы рост вели­
чин «V удовлетворял условию

«V > ?i (ут„ъ), (8)
где <pi — функция, обратная функция у. (Условие (8) заведомо выпол­
няется, если в равенстве пч+1 = п» + ф (v) т^, определяющем вели­
чины «V, выбрать в качестве ф (v) произвольную функцию, удовлетво­
ряющую неравенству ф (v) > <рх [(v + 1) mv+i^v+i]-)

Теорема. Какова бы ни была функция (Р), как угодно мед­
ленно стремящаяся к бесконечности, при достаточно быстром 
росте величин пч (определяемом неравенством (8)) для всякого а, со 1
заданного рядом а= 2 т—1^> будет справедлива оценка 

v=0 V

Р

У = о (ср (Р)) (т =/= 0, целое).
Х=1

Ни для какого а эту оценку нельзя улучшить до 0(1).
Доказательство. Выберем k из условия Приме­

няя лемму 2, получим:
р

2 e№inu“’x = 0(mhth).
Х~ 1

В силу условия (8) т^к (пь) = о (? (Р)), чем доказано первое 
утверждение теоремы. Допустим, что второе утверждение теоремы 
неверно. Тогда найдется а такое, что для всех Р>Р0 при некотором 
М(т) будет

р

Л=1
<Ж (т). (9)
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Из неравенства (9) следует, что функция aqx равномерно распре­
делена. Но тогда для всякого целого я>0 в ^-ичном разложении 
а = 0, 8Х82... найдется 2га рядом стоящих знаков, равных нулю. Пусть 
эти знаки будут 8^+l,..., 8лг+2п. Очевидно, ^=^(ra)^■oo при га-> сю.

Выберем га>27И(1) и притом настолько большим, чтобы выпол­
нялись неравенства и 7л>2тг (га 4- 1). Тогда в силу (9)

2
N+n

2
Х=1

2V-1

Х=1
<2M (1).

С другой стороны, так как = 0 (л = 1, 2,..., 2га), получим
ЛЧл

2 2 g2"'0' SN+X*N+X+l- п п + 1 га + 1 — 2к —— га.
q

Отсюда следует неравенство л<27И(1), противоречащее выбору п, 
чем теорема доказана полностью.

Замечание. Из леммы 2, между прочим, следует, что всякое 
а, заданное рядом (4), при условии галлУ = о (nJ является нормальным 
числом в смысле Бореля.

Действительно, указанное условие обеспечивает равномерность 
распределения функции aqx, что, очевидно, эквивалентно нормаль­
ности числа а (эта эквивалентность следует, например, из леммы, 
помещенной во 2-й главе моей работы (2)).
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