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МАТЕМАТИКА

Н. В. АЗБЕЛЕВ

О ГРАНИЦАХ ПРИМЕНИМОСТИ ТЕОРЕМЫ С. А. ЧАПЛЫГИНА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 6 II 1953)

Развитию метода С. А. Чаплыгина (2) приближенного интегриро­
вания дифференциальных уравнений препятствует отсутствие оценки 
границ применимости теоремы о дифференциальных неравенствах. На 
основе предлагаемого обобщения этой теоремы оценка упомянутых 
границ не представляет затруднений. Эта оценка, например, может 
быть сведена к решению линейного уравнения с постоянными коэф­
фициентами.

Ниже мы будем рассматривать только такие уравнения

yw = / (х, у, у',..., у"-D), (1)

которые имеют на некотором отрезке [х0, X] п раз непрерывно диф­
ференцируемое решение у = у (х), удовлетворяющее начальным усло­
виям

У^ М = У£> (А = 0, 1,.... я — 1), (2)

причем аи ^Уо^ bk, где ak и bk—постоянные числа. Кроме того в области

х0<х<Х, ah<yw<bk (k = 0, 1,..., п — 1) (G)

пространства (х, у, у',..., у^-1)) функция f = f {х, у, у,..., У”-1)) 
должна удовлетворять условию: если при данном х (х0<х<А) зна­
чения уУ и yW (й = 0, 1,..., п — 1) составляют две системы значений, 
принадлежащих области G, то при у^^у^ выполняется неравенство

л—1
/ (х, у* у,..., у»-!)) -f (X, у2, у,..., y«-D) +K^(yW- yW) о, 

h=o
где К есть некоторое постоянное число.

Условимся называть п раз непрерывно дифференцируемую на [х0, X] 
функцию z = z(x) функцией сравнения относительно 
области G для решения уравнения (1) с начальными 
условиями (2), если z (х) не равно тождественно этому решению 
и на отрезке [х0, X] выполняются неравенства

f (х, z, X,..., z^-^) (zW f (x,z,X,..., 2<Л~1)));
ah < zW < bh-, zW (x0) -yW (x0) = ah > 0 (ah < 0), (A = 0, 1,..., n - 1).

Числа a.k будем называть начальными разностями функ­
ции сравнения.
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Отметим, что для решения уравнения (1) с непрерывной в достаточ­
но широкой области G правой частью существуют функции сравнения 
относительно этой области, удовлетворяющие любым начальным раз­
ностям.

Теорема. Пусть z = z (х) есть функция сравнения относительно 
области G для решения у = у (х) уравнения (1) с начальными усло­
виями (2). Тогда существует такой промежуток (х0, Xj), в котором

Z™ (х) — у'h) (х) > 0 (zW (х) — yW (х) < 0), (k = 0, 1,. .., т).

Здесь т есть любое из чисел 0, 1,..., п, при котором выполняется 
строгое неравенство

^т) М — уМ (х0) > О (z^ (х0) — у(т) (х0) < 0), 
и т = п, если

М — W = 0 (6 = 0, 1,
Эта теорема является обобщением теоремы С. А. Чаплыгина (\ 2) 

о дифференциальных неравенствах.
Рассмотрим теперь для решения у = у (х) уравнения (1) функции 

сравнения z = z (х) относительно данной области G, удовлетворяющие 
данным начальным разностям ак (k = 0, 1,..., п — 1). Пусть {£&} есть 
множество нулей всех производных (х) = z^ (х) — у^ (х) данного 
порядка k в промежутке [х0, Аф Пусть, далее, Xk = inf если это 
множество не пустое, и Хь = X, если это множество пустое. Проме­
жуток [х0, Аф] будем называть промежутком применимости 
А - г о порядка теоремы С. А. Чаплыгина для данного 
решения уравнения (1) относительно области G и дан­
ных начальных разностей afe.

Отметим, что для данного решения уравнения (1) промежуток 
применимости ^-го порядка относительно области G и начальных 
разностей ай содержится в промежутке применимости k — 1-го порядка 
относительно той же области G и тех же начальных разностей ал.

Легко убедиться, что для линейного уравнения величины проме­
жутков применимости зависят лишь от числа X, связанного с грани­
цей области G. Поэтому для линейных уравнений мы будем говорить 
о промежутках применимости относительно промежутка (х0, X).

Рассмотрим линейное уравнение

Ln М = - Чп-г W = О

с непрерывными на [х0, X] коэффициентами — qh (х) и начальными 
условиями

vw(xo) = v^^O (^ЧО), (А = 0, 1,. 1).

Обозначим через наименьший в промежутке (х0, X) нуль произ­
водной = vW (х); если же в (х0, X) нет нулей этой производной, 
ТО ПОЛОЖИМ, ЧТО Чр = X.

Можно показать, что при непрерывной функции <р = ср(х) для лю­
бого решения уравнения

Ln W ? (%) (3)

промежуток применимости р-го порядка относительно (х0, X) и началь­
ных разностей ak совпадает с промежутком (х0, Чр), если ah = 
(k — 0, 1,..., п— 1).

Можно показать, далее, что для любого решения уравнения (3) 
промежуток применимости р-го порядка относительно (х0, X) и нуле- 
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вых начальных разностей аь = 0 (& = 0, 1, ..,п — 1) содержит проме­
жуток применимости р-го порядка для любого решения уравнения (3) 
относительно (х0,Х) и любых начальных разностей.

Основанием для оценки длин промежутков применимости в более 
общем случае служит следующая

Теорема сравнения. Пусть дано уравнение

У(п) = / (*> У, У. • • • > У^ )> Р < « — b (4)
с начальными условиями (2). Правая часть этого уравнения непре­
рывна в замкнутой области G и имеет непрерывные в G частные 
производные df / ду^ (k = 0, 1,..., р). Пусть, далее, некоторые функ­
ции qk — qk (х) непрерывны на [х0, X] и в области G выполняются 
неравенства

(А = 0,

Тогда промежуток применимости р-го порядка для любого 
решения уравнения

р
= 2 (5)

относительно (х0, X) и начальных разностей содержится в про­
межутке применимости р-го порядка для решения уравнения (4), 
удовлетворяющего начальным условиям (2), относительно области 
G и тех же значений начальных разностей а^.

Оценка длин промежутков применимости очень упрощается, если 
нижние границы производных df I ду№ в области G принять за коэф­
фициенты уравнения (5). Пусть, например, для уравнения

У"=Дх,У) (6)
в некоторой области G дф/ду>А, где А—постоянное число. Реше­
ние уравнения (5), имеющего здесь вид у" = Ау, с начальными усло­
виями у (%0) = «о = 0. УС^=аі>0 не обращается в нуль внутри 
промежутка (х0, хо + тс / ]/| А |). Согласно теореме сравнения этот про­
межуток содержится в промежутке применимости 0-го порядка для 
решения уравнения (6) относительно области G и начальных разно­
стей а0 =0, ах 0.

Московский станкоинструментальный институт Поступило
им. И. В. Сталина 3 II 1953
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