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МАТЕМАТИКА

Н. М. КОРОБОВ

О НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧАХ ЧЕБЫШЕВСКОГО ТИПА

(Представлено академиком И. М. Виноградовым 16 I 1953)

Иррациональные числа а, разложения которых в непрерывную дробь 
имеют ограниченные неполные частные, обладают, как известно (см., 
например, ^)), следующим свойством: для них и только для них 
существует константа с = с (а) такая, что неравенства

|ах—у — (1)

разрешимы в целых числах к и у при произвольном В и любом 1.
Покажем, что в случае неравенств

0<л<с/, \uqx — у — Р|< —, (2)

где — целое, существуют числа а, аналогичные числам с огра­
ниченными неполными частными.

Пусть а задано в ^-ичной системе счисления:

М+ о,М2... 8-r+i... М-л— (3)
Обозначим через Х = Х(л) наименьший индекс, при котором среди 

первых X л-значных чисел 8х+1.., З^п (х = 0, 1,..., X— 1), выбран­
ных из разложения (3), встретится каждое из qn существующих 
в д’-ичной системе счисления л-значных чисел (предполагаем, что дроб­
ные доли функции o.qx распределены всюду плотно).

Число а назовем числом с ограниченным отношением, 
если найдется константа сг = (а) такая, что для всех л 1 будет 
X (л)/Cj-

Таким образом, числа с ограниченным отношением обладают тем 
свойством, что среди первых X (л) = О(^л) л-значных комбинаций, 
образованных соседними знаками их ^-ичного разложения, встретится 
любая наперед заданная комбинация знаков.

Легко показать, что числа с ограниченным отношением суще­
ствуют.

Будем обозначать через рл(^) нормальные периодические системы, 
т. е. системы из qn + л — 1 знаков 8Х ... ... 8Д .. . 8„_г (т = qn),
обладающие тем свойством, что совокупность из т л-значных чисел

8^2 ... 8„, 8283... 8я+1, .... 8Т8Х... 8„_i

совпадает с совокупностью всех qn существующих в «у-ичной системе 
счисления л-значных чисел (см. (2), теорема 5 или (3), глава I). Систему, 
состоящую из первых qn знаков нормальной периодической системы 
рл {q\ будем обозначать через p'n {q).
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Теорема 1. Пусть (k) — произвольная ограниченная положи­
тельная целочисленная функция и рі(^), ра (^), ... — любые нормаль­
ные периодические системы. Всякое число а вида

а = 0, рД?)р^). (4)
фщ Ди*?

* Каждый знак каждой из систем рА(?) понимается здесь как очередной знак 
^-ичного разложения а.

является числом с ограниченным отношением *.
Доказательство. Обозначим через М константу, ограничиваю­

щую функции б (&). В силу определения систем р„ (q) функция X (п) 
не превосходит числа знаков, предшествующих первой из систем 
Рл+і (q) в разложении (4), поэтому

X (п) < Ф W < Mq^1;
*=i

^<Сг (C^Mq) 
q

и, следовательно, а — число с ограниченным отношением.
Из следующей теоремы видно, что числа с ограниченным отноше­

нием в неравенствах (2) играют ту же роль что и числа с ограничен­
ными неполными частными в неравенствах (1).

Теорема 2. Для того чтобы существовало число С>0, для 
которого при любых р и i > 1 найдется пара целых чисел х и у, 
удовлетворяющих неравенствам

0^x<CCt, | aqx — у — р К-у-,

необходимо и достаточно, чтобы а. было числом с ограниченным 
отношением.

Доказательство. Определим целые п и v неравенствами

qn~1<t<q% -^<{р}<~-.

Очевидно, будет п>1 и — 1. Запишем дробь — в ^-ичной
4

системе счисления: — = О,Рх... ря.
В силу определения v получим

{?}=0,р1... р„ + ^ (0<9<1).

Пусть а — число с ограниченным отношением. Тогда для некото­
рого х из интервала

О < х < С^п (5)
n-значное число V^... 8Л+« совпадает с числом рх... Р„. Для указан­
ного значения х будет

= 0, 8*4-1  . • • 8л4-л^л+л+1. • • = 0, р! . . . Рл "Г (0 < 91 <С 1 )•

Выберем у — [а^Д — [р], тогда

— У — Р = {“^Д — {Д = • (6)
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Используя очевидные неравенства 

получим из (5) и (6)
0<x<C£; |a^v— У — М<Т’

чем доказана достаточность условий теоремы.
Пусть теперь а — произвольное число, для которого неравенства ( ) 

разрешимы при любых р и t 1. Допустим, что 
т— ^(п) 11m —= оо.

Я
Тогда найдется последовательность целых для к010?011

lim —-— = оо . nkk->co q к

и, следовательно, найдется такое, что 
к(пА)>2С^Ч

Выберем t = 2qnk. В силу последнего неравенства на интервале 
в личном разложении а. = ОД... Vh-• • °x+nk-• • встре-

тится не каждое п*-значное число. Пусть Pi.. • Рлй — одно из таких

не встретившихся «*-значных чисел. Выберем р = ОД. .. Р«й + 

Тогда для всех целых х и у (ОДхДСУ) будет

^Ч

1
2qnk

что противоречит выбору а. Отсюда следует, что Х(д) = О (qn), чем 
теорема доказана полностью.

Приведем теперь без доказательства некоторые результаты для 
многомерного случая. Пусть qr, ... , qs — произвольные целые, большие 
единицы. Будем для определенности считать, что qx Д q^ < • • • -С Qs- 
Определим числа (п) для целых п 1 равенствами /г]

и рассмотрим всевозможные группы знаков, каждая из которых состоит 
из s ц<значных чисел, записанных в системе счисления с основанием 
q» (v = 1, 2, ... , s):

PlPU-Pk 1
P?Pt-.^ j>. (7)

PIPL/-Н J

Группы считаем одинаковыми в том случае, когда каждое из 
позначных чисел одной из них совпадает со стоящим в той же строке 
щ-значным числом другой группы. Очевидно, при заданном п для 
числа Т(п) различных групп получим:

T(n) = q^q^...q"s^q^.

ВО
Р

Пусть величины ар ..as заданы своими разложениями в системах 
счисления соответственно с основаниями qr, ... , qs:

, 01 . . . 0^_|_i . . . 0£_|_Л1 . . .

а2 — 0,01... Ofe-j-i. .. о/ц.^ . . .

»01 • • • • • •
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Обозначим через (л) наименьшее из чисел, обладающих тем 
свойством, что для k =0, 1, ... , X,(n) —1 среди групп знаков

$1+1 Sfe + 2 • • • )
$.2 $2
6Н-1 Ofe+2 • • • У

$h+l ^+2 • • • J

встретится любая из Т (п) возможных групп (7). (Предполагаем, что 
дробные доли системы функций a q-*, ... , asq* распределены всюду 
плотно.)

Числа аь ..., as, для которых существует константа С\ — Сх (аъ ..., а./) 
хДл)

такая, что для всех п^-Л будет ——<^сх, назовем числами с 
Д

ограниченным общим отношением.
Доказательство существования чисел с ограниченным общим отно­

шением основано на использовании свойств систем r„ (i), состоящих из 
< (Z) = q^'... ^+г + q^... q^1 + ... + q”#1 знаков и определяемых 
для v-MCs рекуррентными равенствами:

г» (i) = r^i- 1)... гЦі-1) 01)0...

/•*(/-DOO-.-0; r«(O)=P«v(^)...pH^)- (8)

Здесь число фигурных скобок v равно общему наибольшему делителю 
чисел и ^(і'—1), каждая фигурная скобка содержит -г»1 
систем Гд(г—1); число нулей, стоящих после последней фигурной 
скобки, равно —- v + 1. Системы rh (z) понимаются в равенстве (8)
как fn (г)-значные числа, записанные в системе счисления с основанием 
q^ каждый знак каждой из систем r*(z—1) рассматривается при этом 
как очередной знак числа (i).

Теорема 3. Для любой положительной ограниченной целочис­
ленной функции ф (А) числа аъ..., аЛ определенные равенствами

= 0, (s — v)... г\ (s — v)... r\ (s — v). .. (s — v)... (v = 1, 2,..., s) 
~фоГ «ню

являются числами с ограниченным общим отношением.
Теорема 4. Для того чтобы существовала константа С, при 

которой для всех t^\ и любых рх,... , р, была разрешима система 
неравенств

необходимо и достаточно, чтобы числа ах, ..., были числами 
с ограниченным общим отношением.
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