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(Представлено академиком А. Н. Колмогоровым 24 I 1953)

В 1936 г. одним из авторов (х) при попытке аксиоматизировать 
понятие равномерной непрерывности было намечено три возможных 
пути: 1) через отношение бесконечной близости двух множеств: 
А^В (р (А, В) = 0 в метрическом пространстве) — развитие точки зре­
ния П. Александрова и К. Куратовского на топологическое простран­
ство; 2) через равномерные системы окрестностей (аксиоматизация 
системы e-окрестностей в метрическом пространстве) — развитие точки 
зрения Ф. Хаусдорфа; 3) через отношение эквивалентности обобщенных 
последовательностей ха~уа (обобщение сближающихся последова­
тельностей в метрическом пространстве: хп ^уп означает р (хп, у^ —> 0) — 
развитие точки зрения М. Фреше. Тогда же А. Н. Колмогоров обратил 
внимание на желательность систематического исследования каждого 
пути. Первый путь привел к построению пространств близости (\2); 
второй привел к построению равномерных (униформных) пространств (3). 
Что эти два пути в общем случае приводят к разным результатам, 
впервые показала Н. Рамм (в).

Оказывается, что третий путь (и это показал другой из авторов) 
приводит, как и второй путь, к построению равномерных пространств 
(§ 1). Им же установлена теорема метризации пространств близости 
(§ 3) на основе понятия слабой эквивалентности обобщенных после­
довательностей в этих пространствах, исследованной ранее первым 
автором (§ 2). Чтобы придти естественным образом к новому опреде­
лению равномерного пространства, исходим из понятия равномерного 
пространства в смысле А. Вейля (терминологию см. (4)).

1. В равномерном пространстве определено отношение эквивалент­
ности обобщенных последовательностей (направленных систем) .  Имен­
но, полагаем ха—уа (а€А), если для кажого окружения I/равномер­
ной структуры, начиная с некоторого а, имеем (ха,уа)Е V. Нетрудно 
видеть, что определенное таким образом отношение — рефлексивно, 
симметрично и транзитивно, что позволяет нам назвать его эквива­
лентностью. Легко показать, что равномерно непрерывное отображение 
равномерного пространства К в равномерное пространство К' можно 
определить как отображение, сохраняющее отношение эквивалентности 
обобщенных последовательностей. Более того, чтобы отображение было 

*

* Направлением называется частично упорядоченное множество А, удовлетворяю­
щее следующему условию: если а'^А, а"^А, то существует такое а^А, что а>а', 
а > а". Подмножество А' направления А называется конфинальным А, если для всякого 
а £ А существует а' £ А', а' >• а. Свойство элементов направления выполняется, начи­
ная с некоторого а, если оно выполняется для всех а', следующих за а. Направлен­
ной системой или обобщенной последовательностью в пространстве R называется 
отображение некоторого направления А в R. Это направление называется системой 
индексов обобщенной последовательности.
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равномерно непрерывным, достаточно потребовать, чтобы оно сохра­
няло эквивалентность последовательностей, мощность системы инде­
ксов которых не превышает 2^, где у. — мощность множества /?.

Эти простые замечания наводят на мысль, что равномерная струк­
тура пространства может быть определена с помощью задания отноше­
ния эквивалентности обобщенных последовательностей.

Определение. Пусть дано множество R, элементы которого мы 
будем называть точками, и пусть для каждых двух обобщенных по­
следовательностей в R-,ха и уа (а € А) таких, что А <12й, определено, 
эквивалентны они или нет: ха^уа (абА) или ха^уа (а € Л). Отноше­
ние эквивалентности предполагается, как обычно, рефлексивным, сим­
метричным и транзитивным, а также удовлетворяющим аксиомам:

Р. 1. Если ха и уа — стационарные обобщенные последовательно­
сти (т. е. ха = х, уа=у для любого абА) и ха ~уа (а € А), то х = у.

Р. 2. Если ха~уа (а^А), то для любого А', конфинального А, 
имеем ха~уа (а б А').

,Р. 3. Если ха-)с_уа (аб’А), то существует такое А', конфинальное А, 
что {ха)а£А, вполне неэквивалентно (тДаРл'. При этом множество 
{%«}а£Л' называется вполне неэквивалентным множеству {уа}а(:А,, если 
две любые последовательности z^, (Р б В), В 2Ц, такие, что 
{^з, «Уз^С {ха, уа}а(:А,, неэквивалентны.

Будем говорить, что на R определена равномерная структура.
Это новое определение равномерного пространства инвариантно так­

же и по форме. Докажем равносильность его определению А. Вейля. Для 
этого достаточно показать, во-первых, что каждая равномерная струк­
тура Вейля определяет равномерную структуру в новом смысле; во- 
вторых, что две равномерные структуры Вейля, порождающие одну 
и ту же равномерную структуру в новом смысле, совпадают; в-третьих, 
что для каждой равномерной структуры в новом смысле существует 
равномерная структура Вейля, ее порождающая. Первые два утвер­
ждения доказываются совсем просто. План доказательства намечен 
в начале этого параграфа. Там указан переход от равномерной струк­
туры в смысле Вейля к равномерной структуре в новом смысле, т. е. 
определена эквивалентность обобщенных последовательностей, удов­
летворяющая, как легко видеть, аксиомам Р. 1—Р. 3. Второе утвер­
ждение вытекает из того, что если две равномерные структуры в смысле 
Вейля на R порождают одну и ту же эквивалентность последователь­
ностей с мощностью множества индексов 2^, то тождественное ото­
бражение R на себя оказывается в обе стороны равномерно непрерыв­
ным, т. е. равномерные структуры совпадают. Докажем третье утверж­
дение. Пусть на R задана равномерная структура в новом смысле. 
Тогда для Vc RxR положим V б S3, если для любых двух эквивалентных 
последовательностей ха—уа (а б А) найдется а, начиная с которого 
(ха,уА^ И. Положим теперь ха^ух (а 6 А), если для каждого V€ 93 
найдется а, начиная с которого (ха, уа) € V. Ясно, что х — (а € А) 
влечет за собой xa«Va (абА). Покажем, что Xa^cj/a (a б А) влечет 
ха ФУл (а б А). Выберем А' по аксиоме Р. 3 и покажем, что U7 = 
\ {(Ха, ^а)}абл' б 93. Предположим обратное. Тогда найдутся такие экви­
валентные последовательности z$~t$ (р б В), что множество В' тех р, 
для которых (ze, fe) б IT, конфинально В. По Р. 2 z^^t^ (^бД') и 
в то же время {(ге, /фИз^в' cz {(х«, J/a))ag4', что невозможно.

Итак, 1Г6 93. Но тогда хафуа (а б А') и, значит, ха^уа (аб А). 
Мы показали, что для последовательностей с мощностью множества 
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индексов < 2“ отношение ха^уа (а А) равносильно отношению 
Ха~Уа (а б А). Проверим теперь, что S3 удовлетворяет аксиомам равно­
мерного пространства в смысле Вейля. Выполнение аксиом фильтра 
очевидно: если V б S3 и V с: IF, то U7 б S3, и если 1Д б S3, V2 б S3, то 
V = Vi П П2 € Ж. Аксиома Ui (4) непосредственно следует из ре­
флексивности эквивалентности и из Р. 1. Выполнение Un следует из 
симметричности отношения эквивалентности. Предположим, что аксио­
ма Uni не выполнена. Тогда для некоторого IU6® и любого V б S3 
имеем: (А? х /?\ W) П V2=^0. Это значит, что для любого V найдутся 
(xv, yv) б V, (yv, zv) € V такие, что (xv, z^) 6 W. Полагаем V' > V, 
если V' с: V. В силу выполнения аксиом фильтра множество S3 является 
направлением относительно этого упорядочения. Имеем xv^yv, yv^zv, 
xv^zv (V б S3). Так как S3 <2*, знак « может быть заменен зна­
ком ~, и, следовательно, отношение ~не транзитивно, что противо­
речит предположению. Итак, выполнение Uni доказано. Вместе с тем 
доказана равносильность нового определения определению Вейля.

2. В терминах эквивалентности находят удобное выражение основ­
ные понятия теории равномерных пространств. Мы приведем ряд опре­
делений (равносильность обычным легко показать). Ясно, что приве­
денное выше определение вполне неэквивалентных множеств {ха}Я(;л 
и {уа]а^А пригодно для А произвольной мощности. Эквивалентные 
направленные системы с системой индексов любой мощности опреде­
ляются как системы, не содержащие конфинальных вполне неэквива­
лентных подсистем. Равномерно непрерывные отображения опреде­
ляются как отображения, сохраняющие эквивалентность последова­
тельностей (с множеством индексов произвольной мощности).

В равномерном пространстве естественным образом определено 
отношение близости между множествами. Именно: Р близко Q (PoQ), 
если из них можно выделить эквивалентные обобщенные последова­
тельности ха—Уа (а б А), Ха^Р, У* € Q для любого а б А. Тем самым 
равномерное пространство, как легко видеть, превращается в простран­
ство близости.

В пространстве близости можно определить отношение слабой 
эквивалентности направленных систем: ха~Уа (а б А), если для 
любого А', конфинального А, имеем {Ха}а^А, 8 {Уа}а£А,'

Легко показать, что отношение ~ рефлексивно, симметрично, транзи­
тивно и удовлетворяет аксиомам Р. 1 — Р. 3, т. е. в пространстве 
определена равномерная структура. Для того чтобы доказать, что эта 
равномерная структура порождает исходное пространство близости, 
проще всего воспользоваться тем фактом, что каждое пространство 
близости порождается некоторой равномерной структурой (5). Дей­
ствительно, пусть 8' — близость, порождаемая нашей равномерной 
структурой. Ясно, что из P^'Q следует PoQ. Но если PoQ, то можно 
выделить обобщенные последовательности ха ~у* (а б А), ХабР, ул б Q 
(«обозначает эквивалентность какой-либо равномерной суруктуры, 
совместимой с близостью). Отсюда ха—Уа (а б А), т. е. Pb'Q. Вполне 
очевидно, что построенная нами равномерная структура будет наиме­
нее тонкой (минимальной) среди равномерных структур, порождаю­
щих данное пространство близости. Существование такой структуры 
и ее прекомпактность были ранее показаны Ю. Смирновым (5).

Из полученной характеристики минимальной структуры следует, на­
пример, что инфинитезимально непрерывное отображение пространства 
близости в равномерное пространство равномерно непрерывно отно­
сительно минимальной равномерной структуры в пространстве близости. 
«(Этот результат был впервые получен Н. Рамм.)
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3. Воспользуемся полученными результатами, чтобы установить 
теорему метризации для пространств близости.

Пусть —пространство близости. Положим V € S3, если VaRxR 
и для любых двух эквивалентных последовательностей хп~Уп 
(га = 1, 2,...), начиная с некоторого га, имеет место: (хп, у^ € V.

Теорема. Для того чтобы пространство близости R было 
метризуемо, необходимо и достаточно выполнение двух условий: 1) Из 
любых двух близких множеств P^Q можно выделить эквивалентные 
последовательности хп ~уп (п — 1,2,...), хп£Р, yn£Q для любого п. 
2) Из системы 2? можно выделить счетную эквивалентную под­
систему S3' (т. е. такую подсистему, что для каждого V€ 33 суще­
ствует V' € 33' такое, что V' с V).

Доказательство. Достаточность. Как и при доказательстве 
равносильности определений равномерной структуры, определим отно­
шение ха хуЛ (а € А) и докажем, что для счетных последовательностей 
оно совпадает с отношением ~, а также покажем, что система S3 
удовлетворяет аксиомам фильтра и аксиомам Ui, Un (4).

Выделим теперь из системы S3' последовательность V2, .. ., экви­
валентную системе Ж', а значит, и системе S3 и удовлетворяющую 
условию Vn+1 cz Vn. Проверим выполнение аксиомы Um. Действи­
тельно, если она не выполнена, то можно найти такое S3, что 

не пусто для любого п, т. е. для каждого п существуют 
(Хр Уп) е vn> (Уы zn) е v'n такие, что (хп, zn) 6 IT.

Имеем хп~уп, yn~zn, xn~*-zn (га = 1, 2,...) (так как для обычных 
последовательностей знак « можно заменить знаком ~), что противоре­
чит транзитивности эквивалентности ~. Как показал А. Вейль, усло­
вие 2 обеспечивает метризуемость равномерной структуры, заданной 
системой окружений S3. Условие 1 обеспечивает совместимость этой 
равномерной структуры с исходным пространством близости.

Необходимость. Пустьр — метрика, порождающая пространство 
близости R. Положим Vп = {(^> у)< 1/л> п=1, 2,... Выполнение
условия 1 очевидно. Покажем, что система (S3' = {Vn}n=12 удовле­
творяет условию 2. Ясно, что S3' а S3. Пусть V € S3. Предположим, что 
для любого Vn&S разность Vn W не пуста. Выберем для каждого п 
паРУ (хл> У J Vn \ V. Очевидно, хп~уп (п = 1,2,...). Но тогда V ё S3, 
что противоречит предположению. Теорема доказана. Теорему легко 
сформулировать также в терминах покрытий.

Метризуемое пространство близости можно охарактеризовать как 
пространство близости, порождаемое равномерной структурой, которая 
может быть задана счетной системой окружений (или покрытий).

Обобщая только что доказанную теорему метризации, можно дать 
необходимые и достаточные условия для того, чтобы пространство 
близости порождалось равномерной структурой, которая может быть 
задана системой окружений (или покрытий) мощности т.

Отметим еще, что условие 1 теоремы метризации является, как это 
можно показать, достаточным условием для существования максималь­
ной (наиболее тонкой) равномерной структуры в множестве равномер­
ных структур, порождающих данное пространство близости.

Поступило 
23 I 1953
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